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H iielques uns des résuUnls que nous allons sig^naler poiirraienl se 
déduire des nnlioiis connues sur les plans tangents en des points à dislance 
nnie^ en appliquant à ces cas le principe du continuité; mais, indépendamment 
de riniporlance d'une élude directe nu point de vue logique, la méthode ana- 
lytique que j'expose permet d'examiner dans tous ses détails et ses variétés 
la nature du contact des plans tangents à rinfini, et de discuter les nom- 
breuses particularités des points multiples a l'infini. Or, dans une Foule de 
circonstances, le mode de déduction que j'ai indiqué d'abord serait ou im- 
pnissniil ou peu salisFaisanl. 

Ce mémoire est divisé en deux parties dont je ne publie dans ce 
moment que In première: elle comprend deux paragraphes respectivement con- 
sacrés: le premier, a rélude des points simples à l'inFini; le second, à l'élude 
des points doubles. La seconde partie sera consacrée a la recherche des pro- 
priétés fondamenlalcs de la surface asymplolc. 


§ I 

Points simples h l'infini. 

I. Recherche des points simples h rinfini. 

I- En représentant par les coordonnées d’un point, on 

pourra écrire comme il suit l'équation d'une surface 

(1-) [U) + + + — + = O, 

<f, étant une fonction homogène de degré t des variables x, y. î. 

L’équation du pUm à f infini est 

/ = 0 ; 

or, en faisant / = 0 dans réquation (1.), nous obtenons 
(‘2.) (C) s) = 0; 

donc les points à l'infini sur la surface sont sur des droites parallèles aux 
génératrices du cône (C) ou (2.) que j’appellerai cône det direction* (utymplolique*. 
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Considérons une génératrice quelconque de ce côno 

( 3 .) (G) = f = = 

le point H l'infini correspondant situé sur la surface sera 

1^- JL- J_ 

(4.) (/) \a~ y' 

(/ = 0 . 


Les équations d'une droite quelconque passant par le point / (droite né- 
cessairement parallèle à la génératrice 6') peuvent se mettre sous la forme 
' t X = a P -t- i 

(5.) (G') ÿ=^p+,M/, v«(o,yS,y) = 0. 

[i=Ylt + vt, 

l, fl, r, étant des indéterminées. Ces équations représentent en elTet une 
droite, car elles donnent 

x~Xi y — pi s — rl_ 

a fi 7 ' 


cette droite passe par le point / et par le point = i, = /i, -^ = y) ; 
elle est évidemment parallèle à la génératrice G; la quantité p est propor- 
lionelle à la distance du point (X,ft,r) au point (x, ÿ, s), 

2. Cherchons la condition pour que la droite G' rencontre la surface 
en deux points coincidant en / c. à. d. pour que la droite G' touche la sur- 
face à l'infini. 

Remplaçons x, y, s par leurs valeurs (5.) dans l'équation (1.); en 
développant et en adoptant la notation symbolique connue, on trouve 

A y) 


( 6 .), 


I »-5,ir 1 1,^1 ^ . ^1* 1 • Il O . 5 . 5(’ 

' L'î:o'r5ï+^s?‘''’'â7'i i 

1(5 5 5) 

+ T r fl, 7)\ I 

I I „ r 1 (, ô , ô , 5 r , I 1 , ô , d . 5 , 

^ lixi r ôï + S? *'571 ‘'spi 

+T V._+,+V.-,(o, fi, y)] 
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Le premier terme est nul si la droite 0’ est parallèle à la géné- 

ratrice G; pour que la droite G' touche la surface, il faut que le premier 
membre de l'équation (6.) suit divisible par ce qui dounc la condition 

(7 ) + /^. ?') = «• 

Il y a donc une infinité de droites G' parallèles à la génératrice G et touchant 
la surface à l'infini; le lieu de ces droites s’obtiendra en éliminant les indé- 
terminées i, /i, V entre les équations (5.) et (7.). 

En ayant égard à la relation 

on trouve, après cette élimination, 

(9.) (P) + + = 0, 

avec la condition 

(9"".) = 0; 

c'est l'équation d'un plan, lequel louche la surface au point 7 à l'infini; je lui 
donnerai le nom de plan asymptote. 

Il est facile de vérifier que l'équation du plan asymptote se déduit de 
celle du plan langent en un point a distance finie. 

Le plan asymptote est aussi le plan diamétral des cordes parallèles 
à la génératrice G; cl ici, comme dans les surfaces du second ordre, ce plan 
diamétral singulier est parallèle à ses cordes; ceci résulte évidemment de la 
relation (8.). 

3. Remarque I. Le plan asymptote est parallèle au plan touchant 
le cône des directions asymptotiques suivant la. génératrice G; car l'équation 
de ce dernier plan est 

+ condition V,(a, /7, y) = 0. 

Remarque II. Toutes les droites parallèles à lu génératrice G et 
situées dans le plan P louchent la surface à l'infini. C'est la propriété or- 
dinaire des plans tangents: toutes les droites situées dans un plan tangent et 
passant par le point do contact y rencontrent, en ce point, la surface en doux 
points coincidents. Dans le cas actuel, le point de contact I est à l'infini, 
donc toutes les tangentes sont parallèles entre elles; elles sont, en outre, 
parallèles à la génératrice du cône qui détermine le point a l'infini considéré. 
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Remarque 111. üans un plan langent ordinaire, le point de contact 
est on point double de la section de la surface par ce plan, et les tangentes 
en ce point double (dites tangentes in/lexionnelles) rencontrent, en ce point, la 
surface en trois points coincidents. 

Pour obtenir, dans le cas présent, les tangentes inilexionnelles, il faut 
exprimer que le premier membre de l’équation (6.) est divisible par ce 
qui conduit n la relation 


(10.) 


) da d/T df vac'P oaof dpdy 


+ 2 ( i + e ^-=1) + 2 . 

^ da ' dp ’ 


= 0. 


Si, n l’aide des relations (5.), nous éliminons les indéterminées /(, v, on aura 
l'équation de la surface sur laquelle se trouvent les tangentes inilexionnelles. 
En ayant égard aux relations (T.) et (8.) et aux identités qui caractérisent 
une fonction homogène du degré n, savoir: 


(11.) 


on • trouve pour l'équation de la surface cberchée 

On vérifie aisément, que la surface S est la polaire du second ordre du 
point à l'infini ^ = I® surface diamétrale du second ordre 

correspondant aux cordes parallèles à la droite G. 

L’intersection de cette surface par le plan asymptote P donne les 
droites qui rencontrent la surface en /, à l'infini, en trois points coincidents 
c. a. d. les tangentes inflexitmnel/es correspondant à un point de contact à l'infini. 

Nous allons constater que le plan P coupe en effet la surface S sui- 
vant deux droites parallèles. 

Le cône asymptote de la surface S est parallèle au cène 


. . ... ôY 


ë'f 


Ô'f , ...3 S'f 


(12.) (S) 






d'g. 




+ 2xs 


d lf>m 
vady 


+ 2ÿ* 


OVm 

ùpdy 


= 0 ; 


Painttin, points à rin/im sur les surfaces algébriques. 


<) 


on voil d’abord que la génératrice = -^ = est sur ce cône, et que 


le point à l'infini / est sur la surface S; ceci résulte immédiatement des re- 
lations (8.) et (11.}' Maintenant le plan tangent en / à la surface S a pour 
équation 


"é? ■* ^ âtt'Sr) ^ (“ diSd^ 


dttc‘r ' 

ey- 


ôjida 

. I 





équation qui se réduit à 

d<f. 


da 






c'est celle du plan P. Ainsi le plan asymptote P touche la surface S au 
point / à l'infini; il est donc langent nu edne asymptote de S, et, par suite, 
coupe celte surface suivant doux droites parallèles à la génératrice de con- 
tact avec le cône asymptote, c. à. d. à la droite G. U'où: 

La courbe ifinlertection de la surface proposée U par un pian asymp- 
tote P a UH point doulde à t infini; les deux tangentes en ce point double 
sont les intersections de ta surface S par le plan P; ces deux droites sont 
dites tangentes iuflexionnelles. 

Cette dernière dénomination est justifiée par la seconde des propriétés 
suivantes: 

Un plan quelconque passant par le point I à t infini c. à. d. parallèle 
à ta droite G coupe la surface U suicanl une courbe passant par le point l 
et ayant pour asymptote en I C intersection du plan asymptote par le plan sécant. 

Un plan quelconque passant par une des tangentes infiexionnelies coupe 
la surface suivant une courbe ayant un point d'inflexion • en I à f infini; la 
tangente d'inflexion est la tangente inflexionnclle considérée. 

Je n'insisterai pas sur lu première propriété; quant à la seconde, elle 
peut se démontrer ainsi: 

Prenons la tangente inflexionnclle pour axe des s, c. à. d. exprimons 
que l'axe des s appartient au plan asymptote P et à la surface S, on trouve 
alors que les fonctions q„, y._i, doivent être de la forme 

<p. ~ + X f J?y), 

V._, = — +3’-’(.l,x-f/l,y), 

•/'—J = •••T-3""’(A5X-/J,ÿ), 
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en ordonnant ces fonctions par rapport aux puissances croissantes de t. Or 
l'intersection de la surface U par le plan xs ou ÿ=0 (qu’on peut regarder comme 
un plan quelconque passant pur la tangente infloxionnollc) a pour équation 

(ox”H |-,4,xs""’)4-<’(a,x"“’H + = 0; 

la droite x = 0, c. à. d. l’axe des s, est évidemment une tangente d'inilexion 
au point I à l’inGni, car ce point est, dans le cas general, un point simple. 
(Voir, pour l’étude des points à l'infini dans les courbes algébriques, les N'"” 
.\nnales de M. M. Gerono et Rouhet, année 1864.) 

Remarque IV. Lorsque le cène des directions asymptotiques est ima- 
ginaire, il n’y a pas de points réels à l'infini sur la surface U. 

Si la génératrice G (— = -^ = est une génératrice réelle de ce 
cène, le plan asymptote correspondant sera réel, mais les tangentes inflexion- 
nelles peuvent ne pas être réelles. Ces tangentes seront réelles, si la sur- 
face est un hyperboloido a une nappe, ou un cône réel, ou un parabo- 
lolde hyperbolique, ou un cylindre hyperbolique; elles seront imaginaires, si 
la surface iS est un ellipsoïde réel ou imaginaire, ou un paraboloide elliptique 
ou un cylindre elliptique. Dans le premier cas, le plan asymptote P coupe 
la surface U suivant une courbe ayant un point double non isolé à l'infini, 
c. à. d. ayant des branches infinies réelles; dans le second cas, le point 
double à l'infini est isolé. 

Remarque V. La surface formée par tes laageutes infiexiontieUes qui 
correspondent aux points à finfini est, en générât, de C ordre m(3m— 4). 

Le lieu des tangentes inflexionnelles s’obtiendra en éliminant a, fi, y 
entre les équations (12.) et (9.), c. à. d. 


(13.) 




v-(«,Ay) = o. 

Or, lorsqu’entre trois équations homogènes par rapport à trois variables et des 
degrés respectifs m,, n,, p, , on élimine ces variables, le résultat de l’élimi- 
nation est du degré n,p, par rapport aux coefficients do la première de ces 
équations; du degré i»,pi, par rapport a ceux de la seconde; et du degré 
m,n, , par rapport à ceux do la troisième. Dans le cas actuel, on a 


m, =w— 2, », = «— 1, p,=m; 


s 
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en ouire, les coefficienls de la première équation sont du second degré par 
rapport aux variables x, g, z; ceux de la seconde sont du premier degré; 
cl ceux de la troisième, du degré zéro. Donc le résultat de l'élimination 
sera, en x, y, s, du degré 

2»,p,+ 1 m,pi + = 2ra(in — — 2), 

c. à. d. du degré 

— 4 ). 

L'équation de cette surface ne dépend que des coelTicients des fonctions g_, 
‘fm-f donc la surface, lieu des tangentes inllexionnclles pour les points 

à l'infini, sera la même pour toutes les surfaces 

tf „(x, g, i) + l<r.-,(x, g, + y, g, a, I) = 0. 

y, a. f ) étant une fonction arbitraire homogène du degré (>« — !)). 
Remarque VI. Dans le cas des surfaces du second ordre, le cène 
C est parallèle au cùne asymptote, et la surface S n'est autre que la surface elle 
même. Les tangentes innexionnelles sont alors les deux génératrices parallèles 
suivant lesquelles le plan asymptote ou plan tangent au cône asymptote coupe 
la surface; la courbe de section, qui est du second degré et a un point double 
à l'infini doit se réduire a deux droites parallèles. Ln formule précédente 
n'est plus applicable ici. car la première des équations (13.) est indépendante 
des variables a, fi, y. 

Dans le cas des surfaces du troisième ordre, le lieu des tangentes in- 
flexionnelles est de l'ordre .3,.^ ou 15, en général: celte dernière surface 
reste la même pour toutes les surfaces 

+ y, ») + *!’ = 0. 

où k est une constante arbitraire. 


11 . Discussion des points simples à l’infini. 

1. Supposons que la surface S se réduise à un cône, c. à. d. qu'on 
ait l'équation de condition 
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ôV- 

ô'if. 

ay. 



oa* 

oadfi 

dadr 

da 


ey. 

ay_ 

ay« 

dVm-l 

A = 

dfida 

-iff- 

àfiôft 

ÿfi 



ay« 

ôy. 




orôfi 

ô/’ 

ôr 


da 

ë<Pm-l 

éq>.-i 

dr 

2<1P.-Î («, (i, y) 


alors les deux langentes innexionnelles se confondent; la courbe d'intersection 
de la surface U par le plan /* a un point de rebroussement à l'infini et la 
tangente de rebroussement est la génératrice de contact do plan P avec le 
cône S. 


Dans ce cas, les indéterminées a, (i, y, vérifient les deux équations 
homogènes 


= A = 0; 


la première est du degré m; la seconde du degré 4(m — 2); par suite, le 
nombre des solutions communes est égal à 4ro(m — 2); donc 

Sur me ntrface d'ordre m, U y a, en général, 4i»(n» — 2) points à 
(infini pour lesquels le plan tangent coupe la surface suivant une courbe ayant 
un point de rebroussement à (infini; la tangente de rebroussement, laquelle 
est parallèle à la direction asymptotique, nest pas à (infini. 

5. Il peut arriver que la surface S soit un parabololde; ceci a lieu 


lorsque 


ay. 

a’ï. 

ay. 

da' 

ëaëft 

aoâr 


ay. 

ay. 

dflda 

~w 

ôisdr 

o'Ç- 

ey. 

ay. 

dr ëu 

Byôfi 

ër' 


les plans directeurs du parabololde sont donnés par l’équation 




ëa* 


ô/r 


+ a' 


dr' 




+ 2ÿa 


ëfiër 


= 0 . 


La génératrice G est parallèle à l'un des plans directeurs; et le plan P, 
qui est en même temps un plan asymptote du parabololde (remarq. III), doit 
être parallèle au même plan directeur; il coupe donc le parabololde suivant 
deux droites dont l'une est à l'infini; et une seule de ces droites est à l'infini, 
car les doux ne pourraient être à l'infini que si le plan P était lui -même à 
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l'infini. Or ceci ne peut avoir lieu que si la direclion asyintolique G esl pa- 
rallèle à Taxe du parabololde; et, comme nous le verrons plus loin, celte 
dernière hypotlièse exige, outre la relation (15.), d'autres conditions. 

Dans le cas présent, les indéterminées «, ji, y, vérifient les deux 
équations homogènes 

= //= 0 ; 

la première est du degré m; la seconde, du degré 3(m — 2); par suite, le 
iioinbre des solutions communes esl égal à 3m(m — 2); donc 

.S'wr «/«■ surface tf ordre m il g a 3m (m — 2) points à f infini pour 
lesquels une des laugriiles iaflexionneUes et une seule esl à du fini, parallèlement 
à la direetion asymptotique; c. à. d. que le plan asymptote correspondant à 
un de ces points coupe la surface suivant une courbe ayant un point double 
a rinlini dont une des tangentes est à l'infini: ce qui revient a dire que, des 
deux branches infinies correspondant à ce point double, l'une esl hyperbolique 
et l'autre parabolique. 

Il est bon de remarquer que les direelions asymptotiques correspondant 
à ces points sont les 3m (m — 2) arêtes tfinfiexion du cône C; cor, nous le 
verrons plus loin, rèqualion de condition (15.) esl précisément celle qui dé- 
termine les arêtes d'inOexion du cdne C. 

Observation. Jusqu'à présent nous sommes restés dans le cas d'une 
équation générale de degré m, c. à. d que nous n'avons supposé aucune 
relation entre les coefficients de cette équation. Nous allons maintenant 
examiner dilTérenls cas particuliers qui peuvent se présenter et qui entraineni 
l'existence de une ou plusieurs relations entre les coefficients de l'équation de 
la surface U. 

6. Supposons que les quantités a, ji, y satisfassent aux rclaifons (14.) 
et (15.), c. à. d. 

//=0, ,A = 0. 

lesquelles jointes à la relation 

<Pm{a,il,y) = 0- 

donnent trois équations homogènes entre ces indéterminées; ceci n'aura donc pas 
lieu en général. Admettons néanmoins que ces trois équations aient une ou 
plusieurs solutions communes, et voyons la particularité que présentera alors 
la surface V. 

Pour celle solution commune, la surface S devient un cylindre du 
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s»*t;onil degré elliptique ou hyperbolique; In droite — 

direction asymptotique du cylindre, et le plan P est un des deux plans 
asymptnifis de ce cylindre (on sait que dans un cylindre elliptique ou hyper- 
bolique tous les plans tangents à l'infini se confondent avec l'un ou l'autre 
des deux plans asymptotes proprement dits); la génératrice de contact se com- 
pose de deux droites coincidentes et a l'infini; donc 

Dans ce cas parlictilier , te pian asymptote P coupe ta surface U 
suiraut une eourtie ayant un point de rebroussement à f infini, ta tangente de 
rebroussement est elle-même à finfini parattétement à la direction asymptotif/ue 
considérée (n, /#, y). 

Si In surface S était un cylindre elliptique, le plan asymptote serait 
imaginaire, ce qui ne peut avoir lieu (équation (9.)) que si la solution (n,/î,y) 
est ellc-niéme imaginaire; donc, si la solution {a. fl, y) est réelle. la surface 
S sera un cylindre hyperbolique. 

Il est important de remarquer que In droite ^ ^ ^ n'est pas 

parallèle aux génératrices du cylindre S: car, dans un cylindre du second 
degré, les plans des centres se coupent suivant une même droite parallèle 
aux génératrices; or les plans des centres ont ici pour équations 




1 


/ T 



é’rf. 

, 

ë'ifm 

f - . 


A- / 

dfm-t 

ôa* 

t ff' 

éadfi 

1 a? 

ôa dy 


ca 



éV- 

_J, - . 

O'tfm 

. -4- / 

dfm-i 

vfiëa 

-f y 

itlP 

-T ^ 

dficr 



éy. 



. . 1 m 


- -L i 

éf—t 

êy i‘a 

■ y 

dréfi 

-f- 5 

9y’ 

-f- t 

ëy 


= 0. 
= 0 , 
= 0 . 


Pour que la droite (a, fl, y) soit une génératrice, il faudrait qu’elle fût 
parallèle à chacun de ces trois plans, ce qui cnlraincrait les trois conditions 


(17.) 


ay« 


ay. 

. -1- V. 

ay„ 

OU 


- 1 1 

S<f„ 

ca' 

-r/3- 

Cttdfi 

T r' 

ôo Sy 

1 IM “ 


da 

c'<f„ 

ëfiôa 


è’ifm 

d,1' 

■+r 

ay. • 

ôfiÿy 

ou 

(m- 

-1) 

dd'm 

Sfi 

aV- 

. 1 a. 

ay. 

+r- 

3'lfm 

ou 

(,»- 

- 1 \ 

3<fm 

dyëa 

“rl* 

S/ôfi 

Pr' 




= 0 . 


= 0 . 


= 0 ; 


or, pour l'instant, nous n'admettons pas ces relations. 

Remarquons qu’on exprimera que la surface S est un cylindre en 
écrivant que les trois plans (11>-) se coupent suivant une même droite; l’équation 
de condition sera donc indépendante des coefficients de la fonction ceci 
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résulte (l'nilleurs de l’équulion (14. i, cor, d'après la relation (15.), le coef- 
ficient de est mil. Ainsi, lorsque la particularité que nous venons 

d'étudier se présente dans une surface d'ordre m, elle a lieu pour toutes les 
surfaces du même ordre dont les équations ont les mêmes termes du et du 
(ni— I I' " ' degré, quels que soient les termes de degré inférieur au (m—1 

7. Il peut arriver que lu surface S se compose do deu.v plans qui 
se coupent, c. à. d. que le cylindre du cas précédent se réduise à ses deux 
plans asymptotes; le plan P, qui est en même temps un plan asymptote de 
la surface S, se confondra alors avec un de ces plans. La droite d'inter- 
section des deux plans n'est pas parallèle à la direction asymptotique; car, 
dans le ras contruire, un en conrlurnit comme dans le n". (). que les dérivées 

nulles, ce que nous n'admettons pas pour le moment. 

Dans riiypolhése actuelle, les tangentes inflexionnelles sont indéter- 
minées; c’est qu'en effet 

Toutes les droites parallèles à la gèiu'ralriee et siluées 

doits le plan asgmplole P reHContrenl Us surface eu trois points eoincideuts. 
f.e plan asymptote P coupe la surface suiranl une courbe ayant hh point 
triple en I li fin fini; et tout plan passant par ce point it f infini, e. à. d. 
parallèle à la yénératrice (i coupe la surface suicant une courbe pour laquelle 
le poini à f infini est un point (finfiexiou, la tangente ifinfiexion est l'inter- 
section du plan P arec le plan sécant. 

Les tangentes au point triple, c. a. d. les tangentes situées dans le 

plan P et rencontrant la surface en quatre points coïncidant en /, seront les 

intersection.s du plan asymptote P avec la polaire du troisième ordre du point 

à l'infini (~ = t = oY 

'a P y ’ / 

Afin d'établir la proposition qu'on vient d’énoncer, nous prendrons pour 
axe des 2 la direction asymptotique considérée, pour plan des xs le plan 
P: et nous exprimerons que la surface S se réduit à deux plans dont un 

est le plan des xz (l'intersection des deux plans ne doit pas être parallèle à 

l'axe des s). En introduisant ces hypothèses, les fonctions 


j '/-(■'.ÿ. a) = • 
». a) = • 
a) = • 


(a ic’ -t- 2 A X y + cÿ’ ) #"“’ + (yl a- + By ) a— ' + fs", 
(o,x'+ 2è.xy + c,y’) s"-’+(/4,x-f B, g) s"'’ + C.s—’, 
+(A,x+ B,y)»--' + C^—\ 
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prcniieDt la forme 

r y > ^) - + {2hxij + cif) 45""’ + 

(r.) y, 2 ) 4-(o,a'" + 2 A,rry 4 -c,y’) 2 "-’ + /?,y 2 "'-^, 

{(f^-i(^,y,i) 4- + 5,^)2—’ ,• 

le plan asymptote P et la surface S ont alors respectivement pour équations 

{P) y = 0 , 

iS) tj (26x -T cy + (m -1 ) Ih + B, / ). = 0. 

La section de la surface par le plan asymptote y = 0 est 

fo„_3ar'3"-")+ /'(/>, ^"-'4--+ «. + /\c.. •*4,a:2**-^)+- = 0 : 

la direction asymptotique x = 0 correspond à un point triple de la section; 
car si l’on pose x = A/, on voit que le premier membre est divisible par P, 
quel que soit k. 

L’intersection de la surface par une droite quelconque située dans le 
plan asymptote et parallèle à la direction asymptotique c. à. d. à l’axe des 2 
s'obtiendra en faisant, dans l'équation de la surface, 

y = Ü, X — kt; 

on voit, d’après ce qui vient d’être dit, que cette droite rencontre le surface 
en trois points coincidents; ce qui d'ailleurs résulte nécessairement de la 
présence du point triple. 

Nous pouvons regarder le plan des y 2 comme un plan quelconque 
parallèle à la direction asymptotique; or la section de la surface par ce plan 
a: = 0 a pour équation 

--Icy V■*^-5y^*-')+f ^c,',y"-’+-+/?,y 2 “-*)+- = 0; 

la direction asymptotique y = 0, c. à. d. l’axe des 2 , correspond à un point 
simple à l’infini; posant y = Ar/, on trouve pour asymptote y = 0, et on constate 
que le premier membre de l'équation est divisible par 1^; le point à l’infini 
est donc un point d'inflexion dont la tangente est l’axe des 2 . 

Toutes les propriétés indiquées dans l’énoncé précédent se trouvent 
ainsi démontrées. 

8. Observation. Avant de pousser plus loin cette discussion, il est 
utile de rappeler les relations qui expriment que le cône C des directions 
asymptotiques a des arêtes doubles, de rebroussement, etc 

La théorie des courbes nous fournit immédiatement ces relations; il 
suffit de remarquer que si un cône possède une arête double, par exemple, 

3* 
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In sectiun du cône par un plan ((uelconque mira un point double au point où 
le plan rencontre l'arête double. Or, i>i nous considérons la section de lu 
surface conique par un plan parallèle au plan des æy, nous pouvons regarder 
comme les coordonnées d'un point quelconque de la section; une 
remarque analogue est applicable aux sections parallèles aux autres plans 
coordonnés. 

D’après cela, nous pouvons écrire de suite les conditions pour que 
l'aréle {a, fl, y) du cône des directions asymptotiques 

s) = 0 

soit une arête double; ces conditions sont 


(la) :^ = o. 


d<( 


= 0. 


d'f. 


= 0 ; 


S,i ~~ hy 

l'équation des plans tangents au cône suivant cette arête double sera 


(19.: 


^ ^ + a» + s’ 2 J» 

éo’ ÿfi' + df 


daà/i 


2xi 


ay. 

Sady 


+ 2yi 


ay. _ 


ÿfii*y 


= 0. 


L'arête (n, fl, y) sera une arête de rebroussement si ces deux plans se con- 
fondent. c. à. d. si les plans dos centres 


( 20 .) 


ay, , aVi 


ao’ 

. ay, 
' ayîa« 
ay« 


, , i’i 1 

Bac*fl dady 


ay. 


+ a 


ay, 

dfldy 


= 0 . 


= 0 , 


, .. a'ip. . ay, 

d^'^-’cyÔli^ d/' 


0 . 


se confondent; or ceci revient à écrire que les déterminants partiels du dé- 
terminant 


ay. 

ay. 

ay. I 


ao d/3 

èttdy 1 


a y-. 

eV* 1 

dfida 

a/ï* 

BfiSy 1 

ô'<f„ 

ay. 

ay, ' 

dyôa 

dy b fl 

py’ 


sont nuis. 

Les mêmes considérations nous permettent aussi de conclure que les 
arêtes d'inflexion du cône y„(x, ÿ, s) = 0 sont données par les solutions com- 
munes aux deux équations 


*fm{.o,fl,y)-0, H=0 
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Tuiites CCS remarques n'oiïrant aucune difficulté, nous n'insisterons pas 
d'avantage. Revenons maintenant à la discussion. 

H. Adniollons que la direction asymptotique soit déterminée 

par une solution commune aux trois équations (18.) 





ce qui ne pourra avoir lieu que sous certaines conditions; nous supposerons, 
en outre, que les relations (18.) ont lieu sans qu'on ait en même temps 


T— i(«,/ï,y) = 0, 

car, si cela était, nous aurions (équation (C.)) un point double à l'infini sur 
la surface; c’est une étude que nous n'aborderons que plus loin. 

On voit, par ce qui précède, que les hypothèses admises reviennent 
à dire que la génératrice (a, ji, y) est une arête double du cône C. L’équa- 
tion (9.) montre que le plan asymptote P est à l'infini; ainsi: 

La surface U louche le plan de Ctupui en autant de points qu'il g a 
de génératrices doubles distinctes dans te cône des directions asymptotiques, 
pourra que ces génératrices n appartiennent pas au cône 

1 (*,».*) = 0 ’ 

Mais le contact du plan à l'infini présente des différences suivant que la géné- 
ratrice qui correspond au point simple que noos considérons est une arête 
double ordinaire ou une arête de rebroussement. 

1". Si l’arête est une arête double ordinaire, c. à. d. si les 

plans (19.) sont distincts, lu surface S est un paraholoide dont faxe est 

parallèle à ta génératrice = effet, les plans du centre 

de la surface 8 ont pour équations 


(22.) 


da’ 


a « 4. * -c / ^'1'’—' 


d’tp. 



0 , 


= 0 , 


= 0 ; 


or, il résulte d'abord des relations (18.) que ces trois plans sont parallèles à 
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autrement les plans (19.) coïncideraient, ce qui est contraire à notre hypo- 
thèse. J'ajoute que ces trois plans ne se coupent pas suivant une droite 
unique: car, en ajoutant les équations (22.) respectivement multipliées par 
ji, y, on trouve 


d'où / = 0, puisque ^«_i(a, y) est différent de zéro; donc tous les points 
coinimms aux trois plans des centres sont dans le plan de l'infini; et, comme 
ces plans ne sont pas parallèles, il s’ensuit qu’ils se coupent suivant des droites 
parallèles. Los tangentes inflexionnellcs sont les deux droites à rinfini. inter- 
sections du plan P avec le paraboloîde; ou, ce qui revient au même, avec 
les doux plans directeurs de ce paraholoïde; or les deux plans directeurs du 
paraboloîde sont évidemment les deux plans (19.) c. à. d. les deux plans 
tangents au cône C suivant son arête double; donc 

Dans cc pr entier cas, la surface U esl touchée par te plan de fin fini; 
le point (te contact esl, pour la section par le plan à fin/ini, un point double 
dont les deu.r tauyentes (toutes deux à rinfini) sont les intersections du plan 
à f infini arec les deux plans distincts tangents au cône C suivant (arête double 
considérée ou arec deux plans parallèles. 

2'\ Si l’arête («, y) est une arête de rebroussement du cône C, 
les plans (19.) se confondent, et, par suite, les plans des centres (22.) sont 
parallèles; ces derniers plans ne se confondent pas, car tous les points communs 
sont, comme on vient de le voir, dans le plan à l'infini; la surface (iS') est 
alors un cylindre paraltolique. L’équation de cc cylindre parabolique ou de 
la surface peut s’écrire: 





+ î(«, A y) = 0. 


On voit d'abord que la génératrice 



parallèle au plan 



4 „ C'Y- , 
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mais la droite G n'est pas parallèle aux génératrices du cylindre; car si cela 
était, elle serait parallèle au plan langent représenté par les termes du premier 
degré en x, y, z de l’éqnation du cylindre, c. à. d. qu’on aurait 


a 


da 


dii 


-ry 


dr 




ce qui est contraire à l’une de nos hypothèses. 

Le plan asymptote F est aussi asymptote au cylindre parabolique et 
correspond à la direction asymptotique y); ce plan est à l'infini et coupe 

le cylindre suivant' deux droites conrondues a l’iniiui, puisque le plan à l'infini 
touche le cylindre tout le long do la droite à rinfini intersection du plan à 
l'infini avec le plan des directions asymptotiques du cylindre. Ainsi: 

Dans ce second cas, la surface U est encore touchée par le plan à 
C infini; le point de contact est, pour la section par le plan à C infini, un point 
de rebroussement; la tangente de rebroussement (à f infini) est C intersection du 
plan à tmfini par le plan langent au cône C suicanl f arête de rebroussement 
ou par un plan parallèle. 

3". 11 peut arriver que la surface S se compose de deux plans 
dont fun est à fin fini. On voit facilement, dans ce cas, que l’aréte (a, ji, y) 
du c»)ue C est une arête triple de ce cône; le plan asymptote P est encore 
à l'infini; toutes les droites a l'infini parallèles à la génératrice G ont avec 
lu surface un contact du second ordre. Le plan F à l'infini coupe la surface 
suivant une courbe à l'infini ayant un point triple sur la direction asymptotique 
considérée; les trois tangentes en ce point triple sont les intersections du plan 

de l’inlini avec la polaire du troisième ordre du point = = — , t — 0^ 

ou avec les trois plans tangents au cône suivant son arête triple. 

Celle variété de contact est un cas particulier de celui qui a été 
examiné au «" (7.). 

Remarque. 11 est utile de remarquer que lorsqu'on exprime que la 
surface S est un cylindre parabolique, les relations écrites entraînent né- 
cessairement les relations (18.), c’est-à-dire 


d<pm 

da 


= 0 , 



n 


En effet, nous exprimerons que la surface S est un cylindre parabolique en 
écrivant que les plans des centres (22.) sont parallèles. 
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Or on a les idenlilés 




„ O <F- I J O >- 


<9«* 




' dacr ' 

, ^'<r- 

‘ * v^ 'riy 

(„,_,) + y 

' fiy ' Vfvp ' Cf 

Si l'on prend ces équations deux par deux et qu'on élimine successivement 
le terme en a. on trouve en vertu des hypothèses admises 
cy. é*y, <9y. 

du 6{i Cf 

o~*y« ~ ^y. ~ 5V- ' 

en’ ôadfl cadf 

en multipliant respectivement par n, (i, y, les termes de chacun de ces rap- 
ports et en ajoutant, on a pour la valeur commune 


éo ■ ' ÔP 




•4-y 


Vtpm 

"■^7" 


O 

6a 


-v4!Æî- 

' 6a êy 


W Y«(n. /^. y) . 

(m-t)^ 

^ ' nu 


iroù Ton conclut 


Of •’r- (“• /^> y) = 8, donc = 0. 


Kn éliminant o, ou fi. ou y, entre les deux premières des relations ci-dessus 
on sera conduit à 

-^"=0; et. par suite. 2fs.=o, 

La proposition énoncée se trouve donc démontrée. 

10. Nous allons examiner maintenant le cas d'une droite à l'inlini sur 


la surface U. 

Nous nous bornerons à l'étude des cas suivants: 

1'. iAT+lig-hCs)<f(x,g,i)+l<f...,(x,ij,s)+t-<f„.,(x,y,s) + = 0; 

ir. (^x+/Jÿ+Cs)y(x,ÿ,a)+y.-i(a:,ÿ,s) + <y._i(x,ÿ,s) + 0; 


lir. (/<3-+%-rC»)f/-'(3T.)/,3) + l(.la-^/fÿ4-C»)y'(i.»/,s)+fy„_,(u-.ÿ,9)H — = 0; 
IV". {AT+l!g+Cs]'‘if(T.ij,s) + l(Ax+Jig+(.’i)tf>!,x.ÿ,s;+P<f^_i(x.g.s)+'-' = 0; 
ce sont les cas les plus trénéraux dans l'hypothèse qui nous occupe. 
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1*' cas. Le cône se décompose en un plan el en un cône 

de degré (w — 1), de sorle que 

Vm{x,y,s) = (Ax + liy Cs)(f{x,y,i) = Q(p{x,y,i); 
la droite à f infini 

(D) j = 0, 

^ ^ > 1 = 0, 

est toute entière sur la surface U. 

Soil une généralrice située dans le plan Q; le plan asymptote 

F correspondant à cette direction asymptotique aura pour équation 
(23.) (f (a, fi, y) [Ax + + Ci] + /«/)„_, (a, (i, y) = 0-, 

OH a donc alors une infinité de plans asymptotes parallèles au plan Q et dont 
la position varie avec V orientation de la direction asymptotique dans le plan Q. 

Une des nappes de la surface présente, à l’infini, la forme de celle d’un 
parabololde hyperbolique dont la plan Q serait un des plans directeurs. Les 
plans asymptotes F' passent par la droite D et touchent in surface au point 
OH la droite D est rencontrée par la direction asymptotique considérée. 

Parmi les plans asymptotes F, (m— 1) ' d’entre eux coincident avec 
le plan Q; ils correspondent aux (/« — 1) directions asymptotiques, intersections 
du plan Q avec le cône ÿ, a) = 0. 

Parmi les plans F, (wt — 1) d’entre eux sont transportés à l’infini 
parallèlement à eux-mémes; ils correspondent aux (/»— 1) directions asympto- 
tiques, intersections du plan Q avec le cono (f{x,y,i) = 0; ces droites sont 
des arêtes doubles du cône (p„(x, y, z) = 0. 

Enfin, parmi les plans F, il y en a toujours (w-l) coïncidant avec 
un plan donné parallèle au plan Q, par exemple 

Ax -\- By-~Cz -1- Kt = 0\ 

car il suffit qu’on ait 

^ («> (^, ï) = y) '< -4 « + + Cy = 0. 

Chacun de ces (m— 1) plans touche la surface en un point différent à f'infini 
sur la droite D; ces points de contact sont sur les génératrices, intersections 
du plan Q avec le cône du (w — !)'“"■ degré 

K<p{x,y,i)-<p.,^t{x,y,i) = 0. 

Dans le cas actuel, la surface S a pour équation 
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(24.) 




Ix+ % + Cs)(x .. ÿ U ^ 




hi siirfaw n>|irésenlée par cplle équation est un parabotoïde. Un des plans 
directeurs est le plan (>; les plans asymptotes F sont tous parallèles à ce 
plan directeur, et, par suite, coupent la surface H suivant une droite à distance 
finie et une droite à l'infini qui est la droite D. Donc 

Tous /('* pUim (Uÿmplolc» F coupent ht ttirface U tuivant une courbe 
tiijiiiil UH point double à tiultiii, iiNe det laupenleu eu ce pomt doulde eit à 
distance finie et Contre est la droite D à l'infini. 

2"”' cas. Le cône f/.(x, _y, s) se décompose on deux plans confondus 
et en un cône du degré (/« — 2), de sorte que 

V - ÿj 5) = + liy + L'a)’ (f. (x, y, s) = P’ y (r, y, s). 

Si nous considérons une droite G {a, fl, y) située dans le plan Q, le 
plan asymptote correspondant à celle direction asymptotique a pour équation 


/'/■—I f = 0: 

donc tous les plans asymptotes F correspondant aux directions asymptotiques 
parallèles au plan Q sont transportés à rinfmi parallèlement a ce dernier plan; 
c. à. d. que la surface U est touchée par le plan à l'infini tout le long de 
la droite a l'infini 

(.lx+% + Us = ü, 

I f = 0 

située sur celte surface. 

Une des nappes de la surface U présente à l’infini la forme d'un cy- 
lindre parabolique. Le plan Q coupe le cône (x, ÿ, s) = 0 suivant (m—l) 
droites déterminant sur la surface (m—l) points doubles. 

La surface S qui sert à déterminer les tangentes inflexionnelles devient 
dans ce cas 

(25.) q,(«,(^f,y)[y|x+/fÿ+Cs]’+/(x^^ -fy -fs - g^)+4V»_,(n,/^,y)=<); 
c'est UH cylindre parabolique. 

La génératrice G est parallèle nu plan diamétral Q, mais elle n'est pas 
parallèle au cylindre. 

Ainsi le plan à l'infini touche la surface tout le long de la droite />; 
chaque point de celte droite pont être regardé comme nn point do rebrousse- 
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ment de I» section de In siii-ruce plan ù l'infini, la tangente de rebroussement 
est la droite D. Cette reinnriiue nous montre l’accord qui existe entre le 
cas que nous venons d'étudier et celui qui a été examiné au [n". 9, 2'’]. 

3"“' cas. Les deux fonctions y. et sont respectivement de 

la forme 

y, ») = (-4^ + Cÿ+ a, s) = Pv’(-r, y, s). 

'A— I {3^, y,i) = {Ax-\ By^r Cs) y (*, ÿ, s) = P V' (*, *) ■ 

Si nous considérons une droite quelconque G[a,lî,y) située dans le plan p, 
le plan asymptote correspondant à celle direction asymptotique n pour équation 
(pj AxA^ByJrCi = ü; 

donc le plan asymptote reste invariable quelle que soit la direction asymptotique 
considérée dans le plan P; en d'autres termes. 

Le plan p louche ta sttrfacc toiil le lony de la droite à finfini 

^ 1 / = 0 . 

L'ne droite quelconque située dans ce plan rencontre la surface en deux 
points coincidenis, et une droite quelconque parallèle n ce plan rencontre la 
surface en un seul point a l'infini. 

Tout plan parallèle au plan p coupe la surface U suivant lu droite à 
l'infini D et suivant une courbe du (m — 1)*“' ordre. 

La surface (SJ se réduit ici à 

c'est un cylindre hyperbolique dont le plan P est un des plans asymptotes: 
ce cylindre serait elliptique si le plan p était imaginaire. 

L'nnalogie de ce cas avec celui qui a été étudié au [n". tî] est visible. 
La surface S se réduira à deux plans qui se coupent pour les (m— 2) 
directions asymptotiques, intersections du plan P avec le cône 

’(.- 7 {x,y,t) = 0; 

et nous rentrons alors dans le cas étudié nu [n'\ 7]. 

4’”' cas. Les fonctions et ont les formes suivantes 

y, s) = ^Ax-VBy + Ci)‘tp{x, y, s) = Q'<f[x, y, s), 
<(.-i{x,y,z) = {Ax-\^By~Ci) y[x,y,i) = Q q>(x,y, s); 
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la droite à riiifini 


Ax + By + Ci = 0. 
I = 0 


est alors une droite double de la surface V; car un plan quelconque passant 
pur la droite D rencontre la surface suivant deux droites coincidant avec 
cette meme droite I); nous reviendrons plus loin sur ce cas particulier. 

11. Remarque. Dans la discussion qui précède, nous avons pu re- 
marquer que la surface S a présenté presque toutes les variétés des surfaces 
du second ordre; cepeiulnnt nous n'avons pas rencontré de plans parallèles, 
ni de plans coiiicidents : et, dans le cas des cylindres, la direrlion asympto- 
tique ne s'est jamais trouvée parallèle au cylindre. Examinons donc si ces 
cas particuliers peuvent se présenter dans l'hypotliéso d'un point simpte. 

Les équations des plans des centres de la surface sont 

T I a I I I t ^'^-‘ = O- 
Syba ^ dyafi dy* dy 

t‘l Ton a toujours la condition 

y) == <*• 

1". Si la surface S est un cylindre elliptique ou hyperbolique, les 
plans des centres se coupent suivant une même droite parallèle aux (rénéra- 
Irices du cylindre; donc In droite fi ne pourrait être parallèle aux génératrices 
du cylindre qu'a In condition d'être parallèle à chacun de ces plans, ce qui 
enlrainerait les relations 

iî=. = 0. iÎ2=- = ü. -^ = 0 

d« 3 /» dr 

Si maintenant on ajoute les équations (28.) respectivement multipliées 
par a, ji, y, il vient 

= 0; 

celte équation devant représenter un plan passant par la droite d'intersection 
(supposée à distance finie) des plans (26.), il faut que 

= 0 . 

On voit alors, par l'équation (6.1, que le point à l'infini correspondant à cette 
direction asymptotique est un point double de la surface U. 


Digilizeâ by Google 


Painrin, i>ni»lt à f infini sur les surfaces algébriques. 




2". Si la surface S esl un cylindre parabolique, on a encore [n”. 9, 
Remarque] les relations 


dif. 

da 


= 0 , 




= 0 ; 


et nous avons vu [n". 9, 2"] que la génératrice 0{a,fi,y) ne peut être paral- 
lèle aux génératrices du cylindre que si l’on a 


V— = 0; 
nous arrivons encore à la conclusion précédente, 

3". Pour que la surface S se réduise à deux plans parallèles, il 
faut que les plans (2(i.) se confondent; ils doivent alors se confondre avec 
le plan 

dont l'équation se déduit des équations (26.) respectivement multipliées par 
n, ji, Y et ajoutées. 

Nous abandonnerons ici l'emploi des formules générales pour adopter 
une méthode plus particulière et qui présentera en mémo temps plus de netteté; 
ainsi nous exprimerons que la surface S se réduit à deux plans parallèles 
en prenant pour axe des a la direction asymptotique considérée. 

Soit donc 


+(nx' -r2b4-ÿ + cy’)3""’-i (.dx + fiÿ)s"'' + Ca'; 

ÿ, a) +(a,x’ + 2A,xÿ + c,ÿ)a"“’+(>4iX+/f,îf)8"’’+C,a""'; 

ÿ. s) +(/ljX + «,y)3"~’ + C,a“”%- 


on a, par hypothèse a = (), /Ü = 0, y différent de zéro, par exemple I; 
et par suite C’ = 0, puisque y) = 0. 

L’équation de lu surface S est alors 


(S) ox’-|-2ixÿ+cÿ'+(r»— l).rlxa+(M— l)fîÿa+f[j4,x+B,ÿ+(»M— l)C,a]+/^t;j=0. 


La surface S deyant se réduire à deux plans parallèles, nous pouvons 
prendre l’un d'eux ou comme plan des xa, ou comme plan des xg; car, il 
est visible d’après l’équation générale de la surface S, que le cas de deux 
plans à C infini ne peut se présenter que si le point à l’inGni est un point 
double do la surface U. 

Première hypothèse. La surface S se réduit à deux plans paral- 
lèles dont un est le plan des xa, ce qui suppose que la direction asymptotique 
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iisl piirallélc à l'un des plans à distance Unie; on devra avoir 
rt = 0, h = 0\ .4 = 0, //=0; .4, =0, ('’,=0; f’, = 0, on a d'ailleurs C' = 0: 
la surface S a alors pour équation 

{S) cÿ’ + H,l;i = 0 ; 
et l'équalion de la surface V devient 

(-•• I cÿ''3“'’}4-/(----r /f,»/s"-’) + /’[—4-{j4,j-+/f,y)î— - 0. 

On voit qu'une droite quelconque parallèle à l'axe des 3 

X = ht, y — kl, 

rencontre la surface à l'infini en deux poinis eoincidenis, puisque le premier 
inenihrc de l'équation est divisible par 1’’; cela a encore lieu lorsque W, ou c 
sont nuis; le point a rinfini est donc un point double de la surface, .\insi 

Dans le ras ifun point simple, la surface S iie peut pas se réduire 
à deux plans parallèles, ni à deux plans ciiiucidenls , ni à deux plans dont 
un est à f infini lorsque la direction asyiuplulique est supposée parallèle an 
plan à distance finie. 

Deuxieme bypolbése. La surface S se réduit a deux plans paral- 
lèles dont un est le plan des xy; on doit avoir alors 

0 = 0. b = 0. c=0; ,4 = 0, /i=0; ,4, = 0, /?, = 0; on a d'ailleurs C=0; 
dans ce cas, lu surface S' a pour équation 

(S) <[(m-l}f;,3 + C,/] = 0: , 

et l'équation de la surface U devient 

+ i O, x’ • • • + rf, y ’) 3—^1 +/[••• + L’, 3 ’-'] + /'[••• + C, 3 ”-’] + ••• = 0. 

Une droite quelconque parallèle à l'axe des 3 no rencontre la surface à l'in- 
lini qu'en un seul point; ce point à l'infini est donc un point simple de la 
surface, .\insi 

Dans le cas d'un point simple, la surface S peut se réduire à deux 
plans dont un à l’infini, mais la direction asymptotique nest pas parallèle au 
plan à distance finie. 

C'est le cas singulier qui a été étudié au [n”. !l, 3"]. 

12. Kesutné de l’étude d'un point simple à l'infini. 

Si I est un point a l'infini sur la surface V et correspondant à la 
direction as\ mploliquo G, ce point est un point simple lorsqu'une droite 
quelconque passant par le point I, c. à. d. parallèle à lu droite G, ne ren- 
contre la surface qu'en un seul point. 
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Le |ilim tnngcnl ù In surfncn en / ou pinii iisymplole T est pnrul- 
lèlo au plan louchant le ci)ne des direclioris nsymptuti(|uea suivant lu 
génératrice G; ce plan coupe la surface U suivant une courbe ayant un 
point double a l'inlini en /, les tangentes en ce point double (ou tau- 
yentes mflexioRnelles de la surface) sont les intersections de In surface 
S par le plan P; In surface S est la polaire du second ordre du point 
/ à l'inGni ou la surface diamétrale du second ordre correspondant a In 
direction G [n". 3, remarque I, 111], 

La nature du contact du plan asymptote P est indiquée d’une manière 
très-nette par la forme de la surface S, comme on le voit par le ré- 
sumé suivant: 

1". /.fl surface S est un ellipsoïde ou un hyperholoidc à deux nappes; 

Le point double de la section par le plan P est un point isolé. 

II". La surface S est un hyperbolo'ide à une nappe; 

Le point double à l’infini de la section est un point double ordinaire 
dont les deux tangentes sont à distance finie. 

111". Im surface S esl un cône: 

Le point double à l’inlini de la section par le plan P est un point 
de rehroussemeni, la tangente do rebroussement esl a distance finie [n“. ■!]. 

I\’". La surface S esl un paraboloide; 

1“. Si la direction asymptotique // n’esl pas parallèle à l'axe de 
la surface S, le plan asymptote est a distance finie et coupe la surface 
suivant une courbe ayant un point double à l'infini dont une des tangentes, 
et une seule, est à l'infini [n"*. 5 et 10, 1" cas]. 

2". Si la direction asymptotique G est parallèle à l’axe de lu sur- 
face S, le plan asymptote est à l'infini; l'arète G esl une arête double 
du cône des directions asymptotiques; les deux tangentes nu point double 
sont a l’infini dans les deux plans tangents au cône suivant l’arête 
double [n“. 9, l”]. 

Lorsque le paraboloide esl elliptique, le point double est isolé. 

V". La surface S est un cylindre elliplique ou hyperbolique; 

1°. Si In génératrice G n'est pas parallèle an cylindre, le point 
double de la section par le plan asymptote esl un point de rebroussement, 
lu tangente do rebroussement est à l'infini; le plan asymptote est a 
distance finie [n". 6]. 

Lorsque le cylindre esl elliptique le point de rebroussement est isolé. 
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Il peut arriver que le plan asyniptole louche la surrace tout le long d'une 
droite a l'infini [n". 10, 3'“' cas]. 

2". Si la gcnéralrice G est parallèle au cylindre, le point / à l’in- 
fini est un point tloiible de la surface [n". 1 1, 1"]. 

Vl". La surface S se compose de deux plans qui se coupent: 

Le plan asyniptole coupe lu surrare suivant une courbe iiyani un 
point triple à l'infini; tout plan parallèle à la direction asymptotique coupe 
lu surface suivant une courbe dont le point a l'infini est un point d'in- 
llexion; une droite quelconque, située dans le plan asyniptole et parallèle 
à la direction asyniptotique, rencontre lu surface en trois points coin- 
cidenls [n". 7], 

Si la génératrice G était parallèle à l'intersection des deux plans, 
le point / a l'infini serait un point double de lu surface. 

VU", l-a surface S est un cylindre parabolique: 

1". La génératrice G n’est pas parallèle au cylindre; dans ce cas, 
la droite G est une arête de rebroussement du cône des directions asympto- 
tiques; le plan asymptote est a l’infiiii et coupe la surface suivant une 
courbe ayant un rebroussement au point de contact; la tangente de re- 
broussement est il l'infini et se trouve dans le plan louchant le cône suivant 
son arcle de rebroussement [n". 9, 2']. 

Il peut arriver que le plan asymptote (à l'infini) louche la surface 
tout le long d'une droite à l'infini [n". lÜ. 2''"' cas], 

2". Si la génératrice G est parallèle au cylindre, le point à l'infini 
est un point double de lu surface [n“. 11, 2']. 

Vlir. La surface S se compose de deux plans dont un à fiu/iiii: 

1". La direction asymptotique n'est pas parallèle au plan à distance 
finie; le point a l'infini est un point simple; le plan asymptote est à 
l'infini , et le point de contact est un point triple de la section par ce 
plan; la génératrice G est alors une arête triple du cime des directions 
asyniptotiques [n”, 9. 3"]. 

2". Si la direction asymptuliquc est parallèle au plan à distance 
finie, le point à l'infini est un point double de lu surface [no. 11, 3’]. 

IX". Dans le cas d'un point simple, la surface S ne peut pas se réduire 
à deux plans parallèles, ni à deux plans coincidents, ni à des plans 
tous deux à l'infini [n". 11, 3"]. 
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§. II. 

Points doubles à l’infini. 

I. Rcchenhe de» poiuU doubles & l'infini. 

13. Supposons que lu généralrice G^.^ = .^ = — ) soit une genern- 
Irice double du cône des directions asymptotiques ÿ, ») = 0 et appar- 
tienne en même temps au cône ÿ, s) = 0, c. ii. d. qu’on ait 

(27) ^=0, ^ = 0. ^ = 0; <f._.(a,/î,y) = 0; 

les trois premières de ces relations entraînent évidemment la suivante 
(27“'.) If. {es, fi, r) = 0. 

Le premier membre de l’équation (6.) est alors divisible par f, quels que 
soient l, u, v, c. à. d. que toute droite passant par le point à l'infini 

JT 

1 

/ 

( t = 0 

y rencontre la surface en deux points coincidents; le point / à l'infini est 
donc «B point double de la surface. 

Pour obtenir les tangentes proprement dites à la surface en ce point, 
il faut exprimer que le premier membre de l'équation (6.) est divisible par 
ces droites formeront une surface touchant la surface (J au point I à l'infini. 
Pour que le premier membre de l’éipiation (6.) soit divisible par P, on 
doit avoir entre fi, v, la relation 


! JT g a 

‘“"T-T’ 


(28.) 


,.ô, d 5(’ ,0,5. ^ , S 


,+2y^2(n,/^,y) = 0. 


ca •' ii§ ' ' bfi 't ~ \ " ba ' ^ Hfi bft 

Nous obtiendrons la surface formée par les tangentes en / en éliminant l, p, 
V, a l'aide des relations (5.); l'équation précédente devient alors 

+ 2/}(a--op)^ + (y-/9p)^+{a-yp)^jŸ-.4-2/V— j(o,/^,y) = 0. 

Il résulte de l'identité déjà citée, savoir 

» J- J- <>„ T? J. iV=. O- -J /i.. 


(29.) 




et de la relation (27*''’.) que le coefficient de p’ est nul. 


2h 
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Le coeflicient de (j est aussi nui; car^ en orduimanl par rapport a x, jf. s, /. 
tm trouve que ces variables ont pour muitiplicnteurs respecliFs: 


C T*» . _> C7 <r» , O (tm / , , ■ ' 

1 I 


Ijt. 

du 


d^vo 


dfi' 


a^vy 


C,i • 


On voit donc, en «y«nl egurd iiu.x relations (27.), que In surface, lieu des 
langenles à In surface au point / a l'infini, a pour équation 


I - 2 ' ’ "St^] + — s (". 1^, 7 


S’,f. 


à'if. 


O >f. 


(:«).)(/) 


,= 0 ; 


CO ' ■' c/;ï ■ (if 

c'est un cylindre que je nonimcrai cylindre nsymplole de la xurfaee au point 
double /. 

14. Nous allons d'abord constater que l’éqiinlion ^30.) représente ef- 
fecliveiiienl un cylindre. En effet, les plans du centre ont pour équations 

ô’v- , ôV- , . o''f m , ôy— I 

X — f ÿ — - + s — 5— !- t —V - = O. 

^ rtnri/i mnv Qrt 


vaôfl 


cadf 


(31.) 


‘ Cstâo + e,^‘ ■*■ ô(ïé}- ^ 5;ï ■“ 

_ c’y. c’y. , . ô’y. , , 5y.-, 


dyôa ^ byb^ 

Or, si l'on ajoute ces équations respectivement multipliées pur n, fi, y, ou 
arrive, en égard aux relations (27.), à une identité; ces plans passent donc 
par une même droite; par suite, la surface /' est un cylindre. 

Les plans asymptotes de ce cylindre sont parallèles aux plans 

ces plans sont précisément les plans tangents au cône des directions asympto- 
tiques suivant l'aréte double (i{a,fi,y), [n". 8], 

Le cylindre asymptote /' est la polaire du second ordre du point n 

l'inlini ( — =4-= — ,f = 0) ou la surface diamétrale du second ordre cor- 
' O d Y ' 
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rcsputulani à la direction G{ti,ii,y). Les génératrices du cylindre sont pa- 
lalléles à la droite G , car cette droite est parallèle à chacun des plans des 
centres (31. V 

Ainsi, en an point double l à f infini d'une surface, les langenles pro- 
prement dites forment itn cylindre du second degré parallèle à la direction 
asyniptotique sur laquelle se troure le point f; cette droite est une arête double 
du cône des directions asymptotiques. 

15. Nous signalerons les propriétés caractéristiques suivantes: 

1". Un plan quelconque passant par te point double c. à. d. parallèle 
à la génératrice G coupe la surface suirant une courbe ayant tin point double 
a f infini; les tangentes en ce point double sont tes intersections du cylindre 
asymptote par le plan sécant. 

2". Un plan tangent quelconque au cylindre asymptote coupe ta sur- 
face suirant une courbe ayant un point de rebroussement à f infini, la langente 
de rebroussement est ta génératrice de contact de ce plan arec te cylindre. 

3'. Les plans asymptotes du cylindre coupent la surface suirant une 
courbe ayant un point de rebroussement à f infini, la tangente de rebroussement 
est ta génératrice de' contact, laquelle est aussi à f infini. 

Pour démontrer les propriétés qu'on vient d'énoncer, nous prendrons pour 
axe des i une parallèle a la direction asymptotique considérée, c. a d. que 
nous supposerons 

„ = 0, fi^O, y=l; 

et pour plan des xs, un des plans tangents au cylindre; nous choisirons, eu 
outre, la génératrice de contact pour axe des z. Si l'on lient compte des 
relations (27.) et qu'on ail égard à la position particulière des axes par 
rapport a la surface /', on trouve que les fonctions q„, if„_,, q,_i, doivent 


être de la forme 

<fm(3:,y,s) +(yla-’ + 2fijÿ + C/)3""\- 

<f‘.-i{x, IJ, i) +(o,x’4-25,xÿ+c,îf’)3'-H B.ys"’; 

<f.-i(x,y,i) +(/l,a:+B,ÿ)3"-',- 


et le cylindre U a pour équation 

(/') Ax^ + 2Iixg + Cÿ’ + H,yl = 0. 

Le plan des gt peut être regardé comme un plan quelconque parallèle a la 
direction asymptotique considérée; or l’équation de la section de la surface 
par ce plan a; = 0 est 

+ + — !- 6iÿ3""’) + f’( — — = 0; 

5* 
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la direction asymptotique ^ = 0 ou Taxe des s correspond a un point double; 
car si Ton pose 

g = kt 

le premier membre de l’équation précédente est divisible par quel que soit 
k. Nous obtiendrons les tangentes en égalant à zéro le coefficient de t', on 
a ainsi 


ou Cy + B,y/ = 0; 

ce sont précisément les deux droites intersections du cylindre /' par le plan 
x= 0; la proposition (1".) se trouve ainsi démontrée. 

Le plan des xa ou y = 0 est tangent au cylindre asymptote; or l’équa- 
tion de la section de la surface par ce plan est 

{‘••+ Ax ' + — |->4,xa""^)H — = 0; 
la direction asymptotique x = 0 ou l’axe des a correspond à un point double; 
car si l’on pose 

X = kt 

le premier membre de l’équation précédente est divisible par /', quel que soit k. 
Nous obtiendrons les tangentes en égalant à zéro le coefficient de P, on a ainsi 

A’’ = 0, ou x’ = 0; 

le point a l'infini est donc un point .de rebroussement; ce qui démontre la 
proposition (2°.). 

On établira de la même manière la proposition (3°.) en prenant pour 
a.vc des a la ligne des contres du cylindre asymptote, et, pour plan des xa, 
un des plans asymptotes de ce cylindre. 

16. Parmi les tangentes qui forment le cylindre asymptote, il y en 
a qui ont avec la surface un contact d’ordre plus élevé que le premier, c. à. d. 
qui rencontrent la surface en quatre points coincidant avec le point /. 

Nous obtiendrons ces tangentes en égalant à zéro les coefficients de 
0 et P dans l'équation (6.); on trouve d'abord la relation (28.) qui, par l'éli- 
mination de X, P, V, nous conduit à l’équation (30.) du cylindre asymptote. 

En égalant à zéro le coefficient de P, on a (en conservant la notation 
symbolique) 


(33.) 




3 ^1 Ô|’ ; 


= 0 . 


Si, entre celte équation et les relations (5.) nous éliminons Â, ,u, v, nous 
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aurons l'équation d'une seconde surface sur laquelle doivent sc trouver les 
tangentes en question que je désignerai encore sous le nom de tangeiile» in- 
flexionnelle*. 

Par la substitution indiquée l'équation (33.) devient 

(34.) +3fj(a;-c/(.)^.l-(y-/ïp)^ + (j-;-p)^j ^,^,1 = 0. 

f + 6<‘ |(a!- op)^ + (ÿ - M (a - yp) 9>.-, + (*. /) ' 


Maintenant développons suivant les puissances de p l’équation (34.); rappelons 
les hypothèses (27.) 


(27.) 


d<p» 

da 


: 0 , 


~w 


= 0^ -^ = 0; q>»-.(a,Ay) = 0; et li, r) = 


équations dont la dernière est un conséquence des trois premières, et remar- 
quons que pour des fonctions homogènes du degré n on a les identités 


(35.) 


= »(«-4)A“,Ar); 


1 


,3^ 




S'f , w 


' ^+3oVg;^+3ay^ + 

= »(«-l)(»-2)A“. /?./)• 


En vertu de la troisième des relations (35.) le coefficient de p’ est nul. 

D’après la seconde des relations (35.), le coefficient de p’ se réduit à 

3 (m - 1 ) (i» - 2) [a- 4 - 9 -^ + s , (o , /i y ) J , 

quantité nulle par suit« des hypothèses (27.). 

Enfin, en ayant égard à la première des identités (35.), le coefficient 
de P est, abstraction faite du facteur — 3(m— 1), 








+ 


2i(. 


ôa 




+a 




oy 


-)+2f’v._,(o,/5,y) 
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or celte expression est celle à laquelle nous conduit la relation (28.) lorsqu'on 
y remplace i, u, v, par leurs valeurs (5.); celle quantité est donc nulle nussl. 
puisque nous devons tenir compte de celte relation. 


l’nr conséquent, les Iwigentes inflexiouHelies doivent se trouver sur In 

surface 



Celle surface est du Iroisième ordre: il est facile rie se convaincre que 
c'est la polaire du 3’”'' ordre du point à l'infini = 0^. ou In 

surface diamétrale du troisième ordre correspondant aux cordes parallèles à In 
génératrice tr'(a, /î, y). 

Cette surface .1' et le cylindre asymptote /' se coupent suivant six 
droites pnrnlléles n In génératrice (1; il g a donc six Iniigetiles hipexiouiietle» 
c. à. d. six lanycnies au point double / agoni arec la surface un conlacl du 
second ordre. 

Nous allons constater que le cylindre asymptote et In surface .i’ se 
coupent en cITet suivant six droites parallèles à la génératrice (i. 

17. Prenons pour axe des s la direction asymptotique considérée, 
c. à. d. supposons 

« = 0, ',i = 0, y = I , 


et écrivons que les relations 

üa 


(27.) 


0 . 


bit 


= 0. 



y— y) 


sont satisfaites. 

On constatera, sans diflicullé, que les fonctions y., y,_| 
les formes suivantes 


= 0 , 

doivent avoir 


= ••■+(a£-\‘dbx"yVdcxg‘+dg‘)i’~‘-\-{Ax'+2Bxg+Cg‘}3"'-’: 


y— I s) + («1 2i, xÿ + e, ÿ’) 3“-'+ (/il X + «I ÿ) s”"'; 

'j y.-,(x,ÿ,3) + (ff,x + /i,ÿ)*"-M dis’-',-* 

y— j(ir,ÿ-*) + (»iX + 6,ÿ)3”-* + /l,3"-’,- 


nous avons écrit en même temps les fonctions y,_,, y»_j, qui seront né- 
cessaires pour former les équations du cylindre asymptote et de la surface — . 

En prenant pour axe des s la direction asymptotique, on trouve que 
les équations de ces deux surfaces sont respectivement: 
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Cylindre asymptote 

(38.) (/’) Ax‘-^2Bxg^, Cy +l[A,x-rB,y)-i-A.C = 0; 

surface — 

(39.) ' ttx'-i'Abx'y \'dcxy‘idy^-é{m-'i)(Ax‘*2Bxy^Cy‘)i 

I + /[o,x’t26,xÿ fl|ÿ)»]-t/'[a,ir+63ÿ+(fn-2)v4îS]H A^t^. 


Ces foriinilcs nous seront exlri'inemenl utiles pour la discussion des points 
doubles. 

18. Revenons maintenant à l'objet que nous avions en vue, savoir 
l'intersection des deux surfaces 7' cl JS". 

Le cylindre asymptote I’ a pour équation 

Ax^- + 2Bxy + Cÿ’ -tI{A,x-\- B^y)-^ AA‘ = 0 : 


l'équation de la surface ^ peut s’écrire 

oxM 36x'ÿ + 3cxÿ' -f rfÿ'4 t{otX‘ -r‘ihtxy-\ c,y‘)-\ t'‘{a^_x + biy)A-A,l‘ 
+ (iw — 2) J [.ilx' H 2 Bxy + f 'ÿ’ -r t[A,x+Bxy)-{- A,l^'\ 


= 0 ; 


or la seconde parenthèse est nulle si l'on a égard à lu première équation; 
donc les points communs à la surface — et au cylindre asymptote sont 
communs aux deux surfaces 

Ax' r2Bxy^ Cy - t{AiX-x B, y)-V AiC = 0, 
ox‘t Sbx’y^ 3cxÿ'+ rfÿM-f(flix’+‘2iiXÿ-t-c,ÿ’)+/’(o,x+i,ÿ)4- A>l‘ = 0. 
.liais ces deux surfaces sont deux cylindres parallèles ù l’axe des i; donc 

Le cytiudre asymptote de ta surface U coupe ta surface £ suieaut 
six droites parallèles ù la direction asymptotique; ces six droites ont arec la 
surface, au point double à fin/iui, un contact proprement dit du second ordre 
c. à. d. rencontrent la surface en quatre points coincidents. 

Les équations (38.) et (39.) nous montrent immédiatement que le point 
a l'infini considéré est aussi un point double pour la surface et que le 
cylindre asymptote à la surface U est aussi asymptote à la surface 

Remarque. Lorsque lu surface U est du troisième ordre, la surface 
^ n’est autre que la surface elle- même; nous pouvons donc conclure de ce 
qui précède que si une sut face du troisième ordre a un point double a l'in- 
fini, le cylindre asymptote correspondant à ce point double coupe la surface 
suivant six droites parallèles à la direction asymptotique. 
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19. Avant de nous occuper do la discussion des points doubles, il 
nous reste à étudier la section de la surface par un plan quelconque passant 
par une des tangentes inllexionnelles. 

Prenons pour axe des s la tangente inflcxionnelle considérée, et pour 
plan des xs le plan tangent au cylindre asymptote suivant cette artMe; nous 
nous servirons donc des équations (38.) et (39.), et nous écrirons que Taxe 
des Z appartient aux deux surfaces J' e\ ^ et pe le plan des xz est lan- 
gent au cylindre. Nous obtenons ainsi les conditions 
A, = 0, A, = 0, A, = 0. 

Cbercbons l'intersection de la surface par le plan des xs qui est langent 
au cylindre asymptote suivant une tangente inflexionnelle, et par le plan des 
gz qu'on peut regarder comme un plan quelconque passant par cette tangente, 
en ayant égard à la forme (37.) des fonctions y,-!, qu-j cl aux 

dernières relations. 

La section de la surface par le plan des gz ou x = 0 est 
(...+ Lys"-’)-l-/(-+iS.ÿî"-''] + /’(-+6,yï-’) + /’(-+é,ys”-) + -” = 0; 
la direction asymptotique y = 0 ou l'axe des s correspond a un point double, 
car en posant 

g = kl 

le premier membre de l'équation est divisible par on aura les tangentes 
en égalant à zéro le coefficienl de ce qui donne 

Clc‘ + Jî, A = 0, ou Cy“ + Jî| y< = 0 ; 

lorsqu'on fait y = 0 le premier membre de l'équation précédente est divisible 
par /*, donc l'axe des z est, pour le point double, une tangente d'inflexion. 

La section de la surface par le plan xz ou y = O est 

(••• + AxV”’)-M(-”+n,xs""’) + /’(— + o,x3"“’) + /’(•••+ (ijXS-''’)4"" = <>: 

la direction asymptotique x = 0 ou l'axe des s correspond a un point double ; 
car, en posant x = kt, on trouve que le premier membre de l'équation est 
divisible par f; on aura les tangentes en égalant a zéro le coefficienl de l‘, 
ce qui donne 

AA’’ = 0. ou x’ = 0; 

et, lorsqu'on fait x = 0. le premier membre de l'équation précédente est di- 
visible par /*; on a donc un point de rebroussement de deuxième espece, car 
la tangente de rebroussement o un contact du second ordre. 
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20. Résumons les iiropriélés principales des poliils douilles à rinfini. 

Résumé. 

En un poinl douille / à l’infini sur une surface, les langenles propre- 
ment diles furmcnl un cylindre du second degré piiralléic n lu direction 
asymptotique G sur laquelle se trouve le poinl l; la droite G est une 
arête doulde du cône des directions nsymploliqiies, c’est une condition 
nécessaire à l'existence d'un point double, mais non suffisante. 

l'n plan quelconque passant pur le point double c. a. d. parallèle 
a lo droite G coupe la surface suivant une courbe ayant un point double 
à l’infini, les tangentes en ce poinl double sont les intersections du cy- 
lindre asymptule par le plan sécant. 

Un plan langent quelconque au cylindre asymptote coupe la surface 
suivant une courbe ayant un point de rebroussement en / à l'infini, la 
tangente de rebroussement est la génératrice do contact et a avec la courbe 
un contact du premier ordre; c’est un rebroussement de première espèce. 

Les plans asymptotes du cylindre ;^lesquels sont parallèles aux deux 
plans tangents au cône des directions asymptotiques suivant l’arèle double G) 
coupent la surface suivant une courbe ayant un point de rebrousse- 
ment à l’infini; la tangente de rebroussement est la génératrice de contact, 
laquelle est aussi à l’infini. 

l’armi les génératrices du cylindre asymptote, il y en a six, que je 
nommerai langeâtes inflexionaelles , qui rencontrent la surface en / en 
quatre points coincidenls. La polaire du troisième ordre du poinl / 
à rinfini a ce poinl pour point double cl a même cylindre asymptote que 
la surface proposée; le cylindre asymptote et la surface Ji.' se coupent 
suivant si.v droites parallèles à la génératrice G; ce sont les six tangentes 
inflc.xionnelles. 

Un plan quelconque passant par une tangente inflexionnelle coupe 
la surface suivant une courbe ayant un point double en / a l’infini; une 
des tangentes en ce point double est la tangente inflexionnelle, laquelle 
a avec la courbe un contact du second ordre; c'est donc une tangente 
d'inflexion. Le plan langent nu cylindre suivant une tangente inflexionnelle 
coupe 1a surface suivant une courbe ayant un point de rebroussement 
à l'infini; la tangente de rebroussement est la tangente inflexionnelle. 
laquelle a un contact du second ordre avec la courbe; c’est un rebrousse- 
ment de deuxième espèce. 


C 
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II. Di»ca.Hsioa dc< points doubles à l'intini. 

21, Nous classerons les variélés d'un pnini double d'après la nalure 
du cylindre nsymplole corrcspondanl à ce point. 

I" cas. Le cylindre nsymplole est un cylindre parabolique. 

Le.s propriétés générales résumées dans le no. 20 ont encore lieu dans 
ce cas; seulement la section, dont le point de rebroussement a pour tangente 
une droite à rinfini, est faite ici par le pian à l'infini, car le plan asymptote 
du cylindre parabolique est à l'infini; ce plan est parallèle au plan louchant 
le cône des directions asymptotiques suivant l'arèle Ci, laquelle est alors une 
arête de rebroussement (car les termes du second degré de l'équalion (30.) 
forment un carré parfait, et ces termes donnent en même temps les plans 
tangents (32.) nu cône suivant l'arête double). 

En outre, les plans parallèles aux plans diamétraux du cylindre para- 
bolique coupent la surface suivant une courbe ayant un point double à l'infini, 
une des tangentes est a l'infini, l'autre est la génératrice à distance finie inter- 
section du cylindre par le plan sécant. 

22. 2''’' cas. Le cylindre nsymplole se réduit à deux plans qui se coupent. 

Prenons pour axe des : la droite intersection des deux plans, et un 

de ces plans pour plan des xs; nous servant alors des équations (3B.), (30.) 
et (37.). il faudra supposer 

,1 = 0, .1, = 0, //, = 0; .4, = 0; 
les surfaces /' el ^ auront alors pour équations respectives 
(f) 2Bxy+(.y^0- 

U'x' + Abx-y + :icxy'+dg'i-(m~2)[2Iixy rCy‘]ii _ ^ 

I ■rt(a,x^+2b,xy-i-c,y') + t\a,x + yy)+Ajt' i 

et les fonctions q„, se réduiront à la forme 

, Y.. = -(ox’ + 3/,j-’ÿ + 3cxj’ ( rfÿ*)a*-^-t (2Wxÿ i (.y)»""’: 

W — 1 = + (o,x’ + 2/j,xÿ + c,ÿ’)s"“’,- 

= + + 

' <(.-s - +(«,x4-i,ÿ)s"“*+-l,»“ 

Nous pouvons regarder le plan des yz comme un plan quelconque passant 
par l'axe du cylindre asymptote (deux plans qui se coupent): en faisant x = 0, 
nous obtiendrons pour équation de la section de la surface par ce plan; 

(•••4- êyî*-’)+/(...-f-e,ÿV-’)4-/’(...+A,ÿî“-’) + /’(...^-,l,*— >) + ... = 0: 
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In direction asyniptotique y = 0 ou Taxe des 3 correspond n un point double: 
les deux tangentes en ce point double se confondent avec Taxe des s, et le 
contact est du premier ordre; on a donc un rebroussement ,dc première espèce 
B l'infini, la droite os est In tangente de rebroussement. 

La section de In surface par le plan des xz (ÿ = ••) c. a, d, par un 
des plans asymptotes n pour équation 

( ■ • • 1 ax’3*“’) -I f ( 1 O, -}- f ' (• • • -r O, xz'“~‘) t / ' ( r - Ij s“" ') H 0 ; 

la direction asymptotique x = 0 ou l'axe des 3 correspond à un point triple 
de la section, car si l'on pose 

X = kl. • 

le premier nienibre de l'èquation précédente est divisible par l'; les tangentes 
en ce point triple seront données par l'équation 

ak' + a, -r A, = 0, ou + = 0: 

ces trois droites sont précisément les intersections de la surface — par le plan 
g^O. c. a. d. les trois tangentes inflexionnellcs situées dans le plan asymptote 
considéré. 

Si l'on cherche l'intciseclion de la surface par le plan 
X = kl 

qu'on peut regarder coniine un plan quelconque parallèle à la direction 
asymptotique, on trouve une courhe ayant un point double a l'infini, les deux 
tangentes sont les intersections du plan sécant avec les deux plans asymptotes 
constituant le cylindre asyinptole. 

Considérons enfin l'intersectiou de la surface par un plan quelconque 
parallèle à l'un des plans asymptotes, y =: 0 par exemple; soit 

y = kl; 

réqiiation de la section par ce plan est 

+ 3cA’x/’-i ^ + (2BAx/+ CAV’)»-’] 

+/[•■• •{-(«, x'4-2A,Aj-f i c,A’C)3"“’]-| f’[-4-(oix l-A,,Af)a'”"*] 4 

nu, en ordoniianl. 

x'("-+o*-'’)+/.r(--+2/fA3“-’)4 /’(" +<;AV- ")+ /’(••■) + ••• = 0. 

La direction asymptotique x = 0 correspond à un point double, car si l'on pose 

I — kx. 

on voit que le premier membre de l'équation précédente est divisible par x^ 

6 * 
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lt‘S iHiigriilcs mi point ilnulilc sont donncfs par ràquiiliun 
'ililik + Ch^lt' = 0. ou 2Bxl -j- Chl‘ = 0\ 
une (les limacnles est la droite à l’infmi / = Ü, l’autre est la droite 2Rx 1 t'hl — 0\ 
il est visible que cette dernière droite est l'intersection du plan sécant if~hl = 0 
avec le second plan asymptote 'ilix-rCy = 0. 

Ainsi : 

Ix' cylindre mymplole te reduisnnl a deux plans yiii se roupriil (que 
je nommerai plans asymploles du point douille), [axe des deux plans 
asymptotes est parallèle ii la direction asgmplutif/ue; les tangentes inflexionnelleu 
sont les intersections de la surface polaire ^ par cliacnn des plans asymptotes. 

Tout plan passant par [intersection des deux plans asymptotes coupe 
la surface suirani une courbe ayant un point de- rebroussement en I à [infini; 
pour toutes ces sections ta tangente de rebroussement est [intersection des 
deux plans asymploles ; on pourrait donner à ce point double particulier le 
nom de point de rebroussement conique, et à In tangente commune celui 
d'axe de rebroussement. 

Chaque plan asymptote coupe ta surface suirani une courbe ayant un 
point triple en I ù [infini; les trois tangenles en ce point triple sont les trois 
tangentes inflcxionnelles situées dans le plan asymptote considère. 

L'a plan quelconque, parallèle à la géntxalrice (î coupe ta surface sui- 
tuiil une courbe ayant un point double en I; les deux tangentes sont les inter- 
sections des deux plans asymploles pur le plan sécant. 

Un plan quelconque parallèle il [un des plans asymptotes coupe Ut 
surface suirant une courbe ayant un point double à [infini; [une des tan- 
gentes est [intersection du second plan asymptote par le plan sécant, et Ut 
seconde tangente est à [infini, parallèle à la généialrice O. 

2U. 3'"'" cas. Le cylindre asymplole se réduit à deux 

plans para Hèles. 

Prenons la direction asymptotique pour axe des s et l'un des plans pour 
plan des xs; nous servant alors des équations (38.) et (39.). il faudra supposer 
.1 = 0, « = ,1, =0, -l, = ü; 

les surfaces U et .i' auront pour équations respectives 
(/■) Üg+H,yt = 0, 

j «x‘ r 36x’ÿ 4- 3cxÿ-+ dg'-Y (m - 2) Cy'i + 1 [n, x’ + 2A, xy -r c, y‘] 

■ -h (m - 2) I},y3t + U (a, x + h,g} + A,C 
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et les ronclions ... se réduiront à la forme 


<pm + (« ^ 3cxÿ" + dÿ’) s— ’ + CÿV ; 

'pm-i = +(fl»x'' + 26 ,xÿ + c,ÿ’)s"“HB,ÿ*“"': 

2 +(»îX + 6îÿ)»""S- 

<f.-s = +yl,*"-\ 


La section de la surface par le plan des xs ou g=0^ lequel est un des deux 
plans asymptotes, a pour équation 

(• • • + flx’s’"*) + < ( — ha, x’ï"”’) + /’(••• + «jxs’“*)+ <^ (• •• + - Ij + • • • = 0. 

La direction asymptotique x = 0 ou l'axe des s correspond à un point triple; 
si l'on pose x=kl, on aura les tangentes en ce point triple en égalant à 
zéro le coefficient de P, ce qui donne 

ak' +a,k‘ + a,ki-A, = 0, ou flx’+a,x’l + o,xf’ + y|j/^ = 0; 
on voit que ces trois droites sont les intersections de lu surface .S' par le 
plan y = 0, c. à. d. les trois tangentes inilexionnelles situées dans le plan 
asymptote considéré. 

Cherchons maintenant l'intersection de la surface par un plan quel- 
conque parallèle aux plans asymptotes, savoir par 

y = kl; 

on a pour équation de la section: 

[••• + (nx^ + 36Ax*;+3cA’x/’ + </A’/’)s"“*-f C’A’f’z""*] j 

+ /["-+(o,x'+26,Ax/ + CiA^/*)*”~^+Bi 1 = 0; 

+ <’[•••+(», x + 6,A<)*“"’] + /*[-" + .4, a— ’] + ••• ^ 

ou, en ordonnant, 

( — h ox'a"“’) + <[••• + (36A -r o,)x’s"' + < ' [ — 1- (Ch‘ -i- B, h) a""’] 

+ /’[••• -f- (dA’ + c. A' 4- bi h -r A^) a“”*] d — 

La direction asymptotique x = 0 ou l'axe des a correspond à un point double; 
et en posant / = kx, on trouve, on égalant a zéro le coefficient de x‘, 
k' = 0, ou /’ = 0 ; 

on a donc un point de rebroussement, la tangente de rebroussement est à l'infini. 

Le plan des gs peut être regardé comme un plan quelconque parallèle 
à la direction asymptotique; lu section de la surface par ce plan possède un 
point double à l'infini, les tangentes en ce point double sont les intersections 
des deux plans asymptotes parallèles par le plan sécant. 
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Ainsi: 

Lorsque, le cylindre asymptote se réduit à deux plans parallèles (que 
je nommerai plans asymptotes du point double), tout plan parallèle aux 
plans asymptotes coupe la surface suirant une courbe ayant vn rebroussement 
en I à r infini, ta tanyente de rebroussement est à l'infini dans le plan sécant 
et parallèle à la direction asymptotique; le point double de la surface peut encore 
être désigné sous le nom de point de rebroussement conique, mais l'axe 
de rebroussement est à (infini, parallèle à la direclion asymptotique. 

Chacun des deux plans asymptotes coupe la surface suirant nue courbe 
ayant un point triple à fin fini; les tangentes eu ce point triple sont les trois 
tangentes inpe.r.ionuelles situées dans te plan asymptote considéré. 

Un plan quelconque parallèle à la direclion asymptotique coupe la sur- 
face suirant une courbe ayant un point double à l'infini, les tangentes en ce 
point sont les intersections du plan sécant arec les deux plans (isymplotes. 

24. 4''"' cas. //f* cylindre asymptote se réduit à deux plans 

eoincidenls. 

Prenons pour axe des s In direction asyniptotique, et, pour plan des xz, 
le plan auquel se réduit le cylindre asymptote; on devra avoir (équation (38.)) 
.4=0, « = (); .4, = 0, = 0: yl, = 0; 


le cylindre asymptote et la surraci 






in ff = 0 . 




(rtj' -• 3Aj'ÿ Wcxy^ -j- dt/ -f- (w — 2) Cnf + 1 (Oi -r' -f 2/>, xy }- c, if) 
( + = 0 ; 


et les fonctions (f„, . . . prennent in forme 


q „ — + (iw’ -f 'Myx^y j- 3c.r//’ - } dtf) ; 

V— I “ -r(«io:'’-f îiA, + 

y «-3 ~{a,x-\-b,y) 5"-’ ; 

qm~i ~ +(rt,ir— 


Le plan des xz ou y = 0 coupe la surface suivant la courbe 
( (--f o, «i .r3"‘“*-r A, 


0 ; 


la direction asymptotique x = 0 ou l'a.ve des 3 correspond à un point triple; 
les tan;;enles inllexionneiles se réduisent, dans le cas actuel, a trois systèmes 
de deux droites confondues: ces trois droites sont les tangentes au point triple. 
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Le plan des ys peut ôtro regardé comme un plan quelconque parallèle 
à lu direction asymptotique; la section de la surface par ce plan a pour équation 

la direction asymptotique ÿ = 0 ou Taxe des s correspond à un point double, 
les deux tangentes au point double se confondent avec l’axe des a; c’est 
donc un point de rebroussement. 

Si l'axe des s est une tangente inflcxionncllc, c. à. d. si = la 
tangente de rebroussement a un contact do second ordre; c’est un rebroussement 
de 2'""' espèce. 

L'intersection de la surface par un plan quelconque parallèle au plan 
asymptote, tel que y = hl, a pour équation 

[ — \-{aT‘+3bhx^l+3ch'xl’+dl(‘t']i“~^+CK’l^t''~^]+l[ — |-(Oia;’+2i|/(x<+c,A'/')3""^] 
+ + = 0 . 
ou. en ordonnant. 

(••• + axV“’)+ /[■••+{36A } <i,)iV”^-|-/'['" + CAV"’] j _ 
q-/^[”' + (dA’ + c, A’ -i- Aj A + -)■••• ) 

La direction asymptotique x = 0 ou l'axe des s correspond à un point double; 
en posant / = Ax et en égalant à zéro le coefficient de x’, on a pour les 
tangentes 

A’ = 0. ou f' = 0; 

on a donc un point de rebroussement dont la tangente est à l'infini. 

Ainsi; 

Longue le cylindre mymptote se rédHit à deux plans comcidenls (que 
je nommerai plan asymptote du point double), un plan quelconque pa- 
rallèle à la direction asymptotique coupe la surface suicani une courbe ayant 
en I à (infini un point de rebroussement, la tangente de rebroussement est 
f intersection du plan sécant aeec le plan asymptote; c'est un rebroussement 
de première espèce; le rebroussement est de deuxième espèce, lorsque le plan 
sécant passe par une des tangentes infiexionnelles. Ainsi, toutes les tangentes 
de rebroussement, au lieu de se confondre comme dans le deuxième cas arec 
une seule droite, sont ici toutes dans un même plan asymptote. On pourrait 
donc donner à ce point double à (infini le nom de point de rebrousse- 
ment plan, et te plan asymptote sentit le plan de rebroussement. 


I 
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Le plan euÿtnplole coupe la surface sumaul une courbe agoni un point 
triple à f infini, tes tangentes en ce point triple sont les trois tangentes in- 
perionnelles, intersections de la surface — par le plan asymptote. 

Un plan quelconque parallèle au plan asymptote coupe ht surface 
suirani nue courbe ayant un point de rebroussement ti f infini, ht tangente de 
rebroHSScmeul est à f infini, parallèle à la gènèralrice G. 

2'>. 5'""' cns. Le cylindre asymptote se réduit à deux plans, 

dont un à l'infini. 

Si l'on se reporte à l'équation générale (30.), on voit que ce cas se 
présentcrii lorsque la direction asymptotique (1 sera une arête triple du cône 
C cl une arête simple pour le cône (j, ÿ, s) = 0. 

En prenant pour axe des s la direction asymptotique et en supposant 
que le plan des x® soit le plan à distance finie, on à d'iiprés les équations 
(38 ), (39.). (37.). 

,4 = 0. /î = ü, C=0; .1, = 0, .-1, = 0; 


d'où 


(-2-) 


(/•) Ii,yl = 0. 

( ox’ -r 3éx’ÿ -f- 3cxjr’ + dy^ -r l\a,x?-i- ‘ib, xy + c, ÿ’ 4- (m — 2)B,yt] 
î -i-l\a!X-tb,y) + A,l’ = 0; 


et 


if„ — +(ox’ t•3ôx’ÿ^-3rxÿ’4rfy’)s■"%■ 

V— . +(o,x’ + 2A,xÿ-t-c,ÿ’)s"“’ + «iyî’"’.- 

V— 2 +(«jx+6,y)3"“%- 

V.-j +(«,x+6,y)®"-* + .^l,3"“". 


Trois des tangentes inflexionncllcs sont les intersections du plan à l'infini avec 
les trois plans 

ax’-i-3bx’y-i-3cxy'-èdy' = 0: 

et les trois outres sont 


y = 0. ox’ + fl,x''/ + o.x/' + /!)/’ = 0. 

L'intersection de la surface par le plan des y®, que nous pouvons regarder 
comme un plan quelconque parallèle à la direction asymptotique, a pour équation 

(••■ + rfy ^ ®— ’) + /(••• -I- /î, y®*-’) + /=(... 4- 6i y *■■ ^) + f (••■ 4 /Ij »"■■*)+••• = <>■ 
La direction asymptotique y = 0 ou l'axe des s correspond à un point doiilde; 
en posant successivement g = kl. puis t = k,y, on ofiliendra les deux tangentes 
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on ce point double, qui sont: l'une, riiilerseclion dn plan sécant avec le plan 
asyinplole à distance finie; l'autre, à l'infini. Lorsque l'axe des s est une des 
tangentes inOexionnelles, la première tangente a un contact du second ordre. 

Par une analyse semblable à celle que nous avons déjà repétée plusieurs . 
fois, on constatera que l'intersection de la surface par un plan parallèle au 
plan des js a un point de rebroussement à l'infini dont lu tangente est elle- 
même à rinfini. 


Ainsi: 


Lorsque le cylindre asymplole se réduit à deux plans dont un est « 
f infini, la direction asymplollqite G est une arête triple du ciine C et une 
arête simple pour le cône y,s) ~G\ trois des tangeules in/lexioanelles 

sont dans le plan à C infini. Iai plan asymptote « distance finie est parallèle 

an plan tangent au cône. ÿ, s) = 0 suicant tarête G; les trois tan- 

gentes inflexiounelles à (infini sont respeclieemeni dans les plans tangents au 
cône C snirant (arête triple G. 

Tout plan parallèle à la direction asymptotique coupe la surface suicant 
une courbe ayant un point double à (infini; une des tangentes est ti (infini, 
parallèle « ta direction asyniptotique; (autre est (iulersertion par le plan 
sécant du plan asymptote à distance finie. 

Tout plan parallèle au plan asymptote à distance finie coupe la surface 
suirani une courbe ayant un point de rebroussement à (infini, la tangente de 
rebroussement est à (infini, parallèle à ta direction asymptotique. 

Les deux plans asymptotes coupent la surface suirant une courbe ayant 
UH point triple à (infini, tes tangentes en ce point soni les tangentes in- 
flexionnelles. 

26. 6''” cas. Le cylindre asymptote se réduit à deux plans 

coiiicidenls et à (infini. 

Si l’on se reporte à l’équation générale (30.), on voit que ce cas se 
présentera lorsque la direction asymptotique G sera une arête triple du cône 
C et une arête double pour le cène ifi„-i{x,y, s) — 0. 

On 0 alors, d'après les équations (37.), (38.), (39.): 


A = 0, B = 0, C = 0; .4, = 0, B, = 0; 



ax'-{-3bx'yi-‘,icxg’Jrdy‘-{-l{a,x‘~i-2b,xy+c,g‘‘)+('[aiX+b,y+(m—2)A,s]+A,( 

= 0 ; 


Il 
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(f „ 4- (ot‘ 4- 36x’ÿ 4 •irxÿ' 4- dt/‘) s“ ‘ ; 

'/■.-i 4- (oi 4 26, xÿ 4 Ci y ' J ; 

V .-I 4 {fl!a’4-6,ÿ)s“"’4 - 

'/»-) +rli3'’~^. 


Ll -5 tangentes inilexiunnelles se réduisent à trois groupes de deux droites 
eoincidentcs situées dans le plan à l'inlini et dans les trois plans tangents nu 
cône C, suivant l'arête triple G. 

Le plan des xs peut être regardé eotnme un plan (|uclconque parallèle 
a la direction asymptotique; son intersection avec la surface est 

(•••4«i’s''“^j4fr-4a,x’s" -')4^'(”4-.4,s— ')4f"(“4^L.s“-")4- = 0; 

la direction asymptotique x = 0 ou l'axe des s correspond à un point double; et, 
en posant t = kx, on trouve pour l'équation des tangentes en ce point double 

k‘ = 0, ou i‘ = 0. 

Donc : 

lorsque te cylindre luymplnlc se réduit à deux pthiis confondus atee 
te ptau de (infini, nu ptan quetconque parattète à ta direction asymptotique 
coupe ta surface suiranl une courbe ayant un point de rebroussement à (infini, 
ta tanyenle de rebroussement est à (infini dans te ptan asymptote; on a ainsi 
un point de rebroussement plan, mais te plan de rebroiissemen t 
est à (infini. 

Ix plan à (infini coupe ta surface suirant une courbe ayant un point 
triple en /, tes liiiiyentes en ce point sont tes intersections par te ptan à (in- 
fini des trois plans tanyents an cône C suirant ( arête triple G. 

27. Hem arque I. Il peut arriver, dans le cas d'un point double à 
• l'inlini sur la surface, que lu surface — (36.) se réduise à un ci'me, ou bien à 
un cylindre non parallèle à la direction asymptotique; mais ceci ne se présenlem 
tpie pour certaines positions particulières des tangentes inOexionnelles, lorsque, 
par exemple, plusieurs de ces tangentes se confondent, ou s’éloignent a l'in- 
lini. etc. . , . Nous obtiendrions alors des variétés du point double renfermées 
dans les cas particuliers que nous venons d'étudier; mais nous devons laisser 
de edté cet examen qui allongerait démesurément cette discussion déjà fort 
étendue. D'ailleurs les bypotlièses que nous avons parcourues nous ont donné 
les cas généraux do la discussion des points doubles; ces cas doivent évidemment 
correspondre aux formes spéciales que peut présenter le cylindre asymptote. 
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Ccpendonl il est imporlont de remarquer que, dans le cas d'un point 
dfluhio, lu surface ne peut pas se réduire a nn cylindre parallèle. » la 
direction atymploliqiie. Car, prenant la direction asymptotique pour axe des 
5 et faisant usage de l'cquaiion (39.), on devrait avoir 

.d=0, « = 0, f = 0; .-l. = 0, B, =0; /I, = 0. 


L'équation (38.) du cylindre asymptote se réduirait, dans ce cas, à une identité; 
par suite, on conclurait de l'équation générale (30.) 


= 41^ = 0, -^ = 0 

rin' nSr ' 


r>rpm-\ 


= 0 , 


Or' 


Oaa^ 


= 0 , 


0'<f, 


= 0 . 


O? 


= 0 . 


va c>r 

-^^ = 0; <p..,(u,(i,y) = 0; 


^ = 0- 
ÿfivr ’ 


et on voit alors, par l'équation (6.), que le point I à finfini terail un point 
triple de la turfaee. 

28. Remarque II. La discussion des points multiples d'ordre supérieur 
au second serait excessivement compliquée; elle exigerait d'ailleurs, pour être 
complète, des notions plus étendues que celles que nous possédons sur les 
courbes et les surfaces d'ordre supérieur. 

Je me contenterai de signaler les cas suivants, pour montrer comment 
la méthode analytique se prête avec facilité à l'étude et à la discussion dos 
points à l'infini. 

1". Lc4 foHcHotu <f„ et </„_( >onl respectiremeni de la forme 


(40) I 

I v‘._i(®, y, *) = y, ») V'(a-, y, s)- 

Considérons une direction asymptotique («, y) située sur le cône 
f(x,y,i)~0. de sorte que f[o, fl, y) = 0; 


le point à l'infini correspondant double de 

la surface; le cylindre asymptote (30.) a pour équation 


(41.) 


{«, y) i + y ÿ f ]’+ 0 . 


Cette équation représente deux plans parallèles, le point double est, par suite, 
un point de rebroussement conique dont l'axe est a l'infini [n". 23]. 

Donc chaque point de la courbe à l'infini 
f(x,y,z.) = 0, 1 = 0. 

7 * 
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est un puint double de la surface; ce sont des points de rebroussement 
conique dont l'axe est à rinfini. 

Pour les directions asyniptotiques, intersections des deux cônes 

V' (»•» !/, s) = /■(«•, ÿ, s) = 0, 

les points de In courbe sont des points de rebroussement de la nature 
de ceux qui ont été étudiés au [n", 25], car alors le cylindre asymptote 
SC compose de deux plans dont un est à rinfini. 

Il”, üvejuatiou de la surface. V est de la forme 

(42.) + »,») + ••• = 0; 

do sorte que, si q est le degré de f{x, y, s), on n 

pq = m; 

nous supposons, en outre, que la fonction q.,^i{x, y, s) n’admet pas en facteur 
In fonction f{x, y, s). 

Considérons une direction asymptotique (l{a,(i,Y) satisfaisant a la 

relation 

f{»,li,7) = <); 

le point à rinfini / = = / = o) est un point simple de la surface, 

le. plan asyinplulc correspondant est à l'infini. 

Pour mieux connailrc la nature du contact en un tel point, étudions 
la section de la surface par un plan quelconque passant par le point /, c. à. d. 
parallèle à la direction asymptotique G. On peut supposer que cette direction 
soit prise pour axe des s, alors 

(1°.) f{x,y,s) = ■•• + (ylx’+2/fxÿ4 Cÿ’;s’"’4 (ox+/.(y)3*-'. 

Le plan des xi ou y = 0 peut être regarde comme un plan quelconque paral- 
lèle à la droite G; la section do ta surface par ce plan a pour équation 
(... + axi^-y + l{... + a,s—')+t\- + a,i—') + -- = 0 ; 
la direction asymptotique x = 0 ou l'axe des s correspond à un point simple; 
et si l'on pose I =. kx, on a 

x’’("*4-a3’~‘)’’4-*x("-4-n|S""*)4-*’ï^’(-"4-07»"~^)4 — = 0. 

Pour avoir la tangente, il faut égaler à zéro le coefficient do ce qui 

donne k = 0-, le premier membre de l'équation précédente est alors divisible 
par x'; l’asymptote, laquelle est à l'infini, a donc avec la courbe un contact 
du (p— 1)'"' ordre. 
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Si dans la valeur (1“.) de on suppose «=0, le plan des 

Xi est alors langent au câne f{x,y,s) des directions asymptotiques; la section 
par le plan ^ = 0 a, dans ce cas, pour équation 

la direction asymptotique x = 0 ou l'axe des i correspond à un point simple ; 
et, si l’on pose t = kx, on a 

+ — haia"”‘) + *'x’(-"-|-033'"“’)H — = 0. 

Pour avoir la tangente, il faut égaler a zéro le coeflicicnl de x»””', ce qui 
donne k = 0-, le premier membre de l'équation précédente est alors divisible 
par x’’’; l'asymptote, laquelle est à l'infini, a donc avec la courbe un contact 
du (2p— l)-"' ordre. 

Ainsi: 

Lorsque l'équation de la surface se présente sous la forme (42.), le 
plan à l'infini est un plan tangent multiple et touebe la surface suivant 
la courbe à l’infini 

/■(a:, ÿ) ») = 0, f = 0; 

en chaque point de celle courbe, le contact du plan à l'inlini avec In 
surface est du (p—1 ordre. Car, si nous considérons un de ces points, 
/ par exemple, un plan quelconque passant par le point I coupe la sur- 
face suivant une courbe pour laquelle le point I est un point simple à 
l'infini, et la tangente à la courbe en ce point, laquelle tangente est 
aussi à l'infini, a avec la courbe on contact du (p— l)'"'" ordre; donc le 
plan à l'infini est tel que toutes les droites, situées dans ce plan et 
passant par /, c. à. d. parallèles à la direction asymptotique O, rencontrent 
la surface en p points coïncidant avec le point /. 

Le plan tangent nu cùno f{x, y, s) = 0 suivant l'aréte (î coupe la 
surface suivant une courbe pour laquelle le point / est un point simple 
à l'infini; la tangente à la courbe en ce point, tangente qui est elle- 
même à l'infini, a avec la courbe on contact du (2p— 1)'"' ordre, c. à. d. 
rencontre la surface en 2p points coïncidant avec le point /. 

Iir. L' équation de la surface et! de la forme 

(43.) = r. 

Tous les plans asymptotes enveloppent le edne 

<P.^x,y,i) = 0. 
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Si nous considérons une généralrice quelconque G de ce cène, par exemple. 
-^ = - J = y = e, »vcc if.itt, (i, y) = 0, 

et si nous cherchons son intersection avec la surface, on trouve 

P” <f. fi, y) = 1", <•“ /’ == 0 ; 

donc cette droite rencontre la surface en m points coincidant avec le point / 

à l'infini (— = -r = —, I = ^0- 
\ a fi r ' 

On voit, par l'équation (6.), qu’une droite quclcompie parallèle à la 
génératrice G ne rencontre la surface qu’en un seul point à l’infini. 

Pour étudier In nature du contact au point I , prenons la direction 
asymptotique pour axe des a et le plan tangent nu cône pour plan des xi, 
de sorte que 

(44.) <fm{x,g,i) =■ ■■•+{Ax‘-r2Bxg + Cÿ^)3~-'‘ + bijs'—'. 

La section par le plan asymptote ou = 0 a pour équation 
(••• + yla‘’»"“’) — r = 0; 

la direction asymptotique = 0 ou l'axe des s correspond à un point double ; 
les deux tangentes se confondent avec l’axe des a; et, pour x = 0, le premier 
membre de l'équation est divisible par c. à. d. que le contact et du (m —2)™'' 
ordre. 

La section par un plan quelconque passant par la génératrice G, c. a. d. 
par le plan x — 0 qui peut être considéré comme tel, a pour équation 
+ = 0 ; 

la direction asymptotique ÿ = 0 ou l'axe des s correspond à un point simple ; 
et si l’on pose g = kl , on trouve pour déterminer la tangente 4r = 0, et le 
pretnier membre est alors divisible par r. 

La section par un plan quelconque parallèle nu plan asymptote, par le 
plan ÿ — ft/ = 0 par exemple, a pour équation 

■•■ + {Ax^ + 2lihxl~Ch^r)z'’-'+bhli-"-'-r = 0 ; 
ou. eu ordonnant. 

x’(- + y4s—’) + /(-- + 2/fAxs'-’-f-AAs"-')i-/»(.. .) + ... = 0; 
la direction asymptotique x 0 correspond a un point simple; et, en posant 
I = A'x, on trouve la tangente en égalant à zéro le coefficient de xs"^', ce qui 
donne A' = 0, et le premier membre est divisible par x’; l'asymptote est donc 
à l’infini et a avec la courbe un contact du premier ordre. 
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Un plan quelconque parallèle au plan des yt, x—ht — 0 par exemple, 
peut être regardé comme un plan quelconque parallèle à la génératrice G; la 
section de la surface par ce plan a pour équation 

■■■ + {A/rt'+2Bhyt + Cy‘^)i’‘-'-{-bys'‘-'-r = 0, 
ou, en ordonnant, 

(. . • + ) + <(•••+ + /»(••• + + /H- ••) + •• • = 0 ; 

la direction asymptotique ÿ = 0 correspond a un point simple ; si Ton pose 
y = U, on trouve pour déterminer la tangente i = 0, et le premier membre 
de l'équation devient divisible pur O seulement. 

Ainsi: 

Lorsque l'équatiou de la surface est de la forme 

= t", 

tous les plans asymptotes enveloppent le cène ÿ, s) = 0. 

Une génératrice quelconque G de ce cône rencontre la surface en 
rn points coincidents à l'infini. 

Si nous considérons le point / à l'inGni sur la génératrice G, on constate que : 

Le plan asymptote en / coupe la surface suivant une courbe ayant 
un rebroussement en I; la tangente de rebroussement, ou la génératrice 
G, a avec la courbe un contact du («< — 2y""' ordre. 

Un plan quelconque parallèle au plan asymptote coupe la surface 
suivant une courbe passant par le point I, lequel est un point simple de 
la courbe; l'asymptote, qui est à l'infini parallèle à la génératrice G, a 
avec la courbe un contact du premier ordre. 

Un plan quelconque passant par la génératrice G coupe la surface 
suivant une courbe passant par le point I, qui est un point simple; la 
tangente en ce point simple est la génératrice G, laquelle a avec la 
courbe un contact du (to — 1 ordre. 

Tout plan parallèle à la génératrice G coupe la surface suivant une 
courbe pour laquelle le point I est un point simple; la tangente est l'inter- 
section du plan sécant avec le plan asymptote, le contact est du premier ordre; 
cette droite, située dans le plan asymptote et parallèle a la génératrice G, 
ne rencontre donc la surface qu'en deux points coincidents; et, par suite, le 
plan asymptote Ti'a avec la surface qu'un contact du premier ordre. 

IV". Je terminerai par l'examen du cas oit la surface possède une 
droile double à fin fini. 
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L"équation de la surface esl alors de la forme 
:45.) {Ax+Hy+C»f<f{x,y,s)+l(Ax+By+Ci)t)'(x,y,i)+t^tf„_.,{x,ÿ,ij+- = 0. 
Un plan quelconque passant par la droite à rinfmi 

(D) P = Ax + By + Ci = 0. 1 = 0. 

par exemple 

Ax + By -\-Ct = U, 

rencontre la surface suivant deux droites coincidant avec la droite D à l'in- 
lini. car te premier membre de l'équation est divisible par P, quel que soit k; 
la droite D est donc une droite double. 

Pour une direction asymptotique quelconque («, /i, parallèle au plan 
P, c. à. d. telle, que l'on ait 

Aa + Bii + Cy = 0 , 

rèqualion du plan asymptote se réduit à une identité; et le cylindre asymptote 
(30.) a pour équation 

<r (“> /^. y ) [- ‘-T -r By -'r C»]’ -f / V'(«. y ) [-4 xi- By -T f-'s] ~ t («, /î, y) = 0. 
Les conclusions énoncées au n". 28, Remarque 11, I’ sont applicables ici; 

c. à. d. que tous les points de lu droite D sont des points de re- 
broussement conique dont l'axe est à l'infini; les (m — 2) points situés 
sur les droites d'intersection du plan P avec le cône (p(x,y,s) sont dos 
points de rebroussement de In nature de ceux qui ont été étudiés au n°. 25, 
le cylindre asymptote se compose alors de deux plans dont un est n 
l'infini. 

On constate sans difliculté, en prenant le plan P pour plan des xs par 
exemple, que: 

la section de la surface par le plan P se compose de deux fois la droite 
à l'inlini D et d’une courbe d’ordre (m — 2); 

lu section de la surface par un plan quelconque parallèle au plan P se 
compose de In droite ff et d'une conrbe d'ordre (m— 1); 
la section de In surface par un plan quelconque n un point double à 
rinfini nu point où le plan sécant rencontre la droite D, la direction 
asymptotique est l'intersection du plan P avec le plan sécant; et les 
deux tangentes sont les intersections du plan sécant avec le cylindre 
asymptote correspondant à cette direction asymptotique. 

Douai. 1864. 
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Définition et ordre de la surface asymptote. 

1. lia surFacfi proposée ayant pour équation 

V = IJ, + »/, s) + /’«p._,(x, y, s) + - = O 

l'équation du plan asymptote au point a l’inGni = O) est 

(•■) iP) = 0 . 

avec la condition 

= O. 

Les plans asymptotes enveloppent une surface développable, car les roefTicients 
de l'équation (1.) ne dépendent en réalité que d'un seul paramètre arbitraire; 
j'appellerai DérelofipaMe lugmptole de In surface U la surface enveloppée 
par les plans asymptotes de U; ou, ce qui revient an même, In surface cir- 
conscrite il la surface U suivant la courbe d’intersection avec le plan a l'infini. 

Cette développable est de la classe m((» — 1); car, par un point quel- 
conque (n„ ÿ„, *, 1 , /il) passent b»(bi— 1) plans tangents (f). comme il est visible 
d’après les équations (1.) et (1'”’.). 

2. Lorsque l’équation de la surface V peut être amenée a ne plus 

contenir de termes de degré (m — 1), la développable se réduit à un cône 
que nous nommerons càne asymptote de la surface. Uaus ce cas, en effet, 
les coefficients de la fonction ÿ, s) sont nuis; par suite, les plans (P) 

passent constamment par l’origine et enveloppent évidemment le cône 

<f„[x,y,s) = 0. 

Réciproque: Supposons que tous les plans asymptotes enveloppent 
un cône c. à. d. passent par un point fixe; nous pouvons prendre pour origine 
le sommet du cône. L’équation de la surface, rapportée à la nouvelle origine. 
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étant supposée de la Forme 

+ i(a:,y, 5) + /’</-«-î(iT, ÿ, 3) + -.. = 0, 

on devra avoir 

fpv.-ii",ff,y) = 0 

pour toutes les solutions possibles (a, (3, y) de l'équalion 

= 0. 

Ces deux équations doivent donc avoir une inGnité de solutions communes; 
ou mieux, toutes les génératrices du cône doivent se trouver sur 

le cône y, qui est évidemment impossible, à moins que la 

fonction du («»— l)*’"' degré, ÿ, z), ne soit identiquement nulle. Ainsi: 

^Lorsque les plans asymptotes d’une surface enveloppent nn cône, 
l'équation de la surface peut toujours être amenée à ne plus renfermer 
les termes de degré (m— 1).“ 

3. Etudions maintenant la surface asymptote dans le cas le plus gé- 
néral. En désignant par P le premier membre de l'équation (1.), nous aurons 
pour les équations d’une génératrice quelconque de la développable asymptote 


(2.) ((î) 


dP 6P dP 

va _ d,i vy 

~ ~ dip„ ’ 

va o(i ày 


avec <r„{n,(3,y) = 0; 


l’équation (1.) est une conséquence des équations (2.). 

La droite (f?) est parallèle à la génératrice G(a,f3,y) du cône des 
directions asymptotiques, car cette droite passe par le point à l’inGni 



/ = 0. 


Üe plus, si nous nous reportons à l'équation (12.) [§. I., l'" partie] de la 
surface S, on voit que les équations des plans des centres sont 





donc la génératrice (fl) de la déreloppable asymptote passe par te centre de 
la avrface S correspondant à la direction asymptotique parallèle à cette . 
droite (<1). 

Le lieu des centres des surfaces (S) est une courbe dont les équations 
s’obtiennent en éliminant «, jS, y entre les quatre équations 

8 * 


♦ 


« 


« 
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apaa - op opay 

ix I U 1 1 ^y' 

' dfda ôjf' 


0 . 


L’ordre de la courbe, lieu des centres, est le nombre de points où elle est 
coupée par un plan quelconque 

J/x + ^ÿ + P8 + P< = 0; 


le nombre de ces points est égal nu nombre des solutions communes aux 
deux équations 


ci*y« Ô'ifm 

ca* deid/i 

ay. ay^ 

ôfiüa S fi' 

_a;?. 

dyôa oySfi 

Id N 


a y. 

ôavy 

ay» 

dfidy 

ay» 

~W 

P 


a^_, 

ôfi 

S<Pm-l 


dr 

Q 


= 0, 




lequel nombre est visiblement égal à 3m(»>— 2). 

Ainsi /et centre* de» tnrfaces S [(12.) $. 1., partie] décrinent une 
courbe d'ordre 3m (m— 2), en général; et cette courbe e*t »ur la développable 
ntymplole. 

L’ordre de celte courbe est précisément égal au nombre des arêtes 
d’inflexion du cène des directions asymptotiques, si l'on suppose que ce cène 
soit le plus général de son espèce c. à. d. n’ait pas d’arêtes multiples. Nous 
ferons encore observer que la courbe, lieu des centres des surfaces S, n’est 
pas l'arête de rebroussement do la développable asymptote. 

4. Comme les calculs que nous allons développer présentent une 
certaine complication, il sera avantageux de modifier la notation que nous 
avons adoptée jusqu'à présent. 

Nous remplacerons les variables x, g, s par x,, x,, x,; les quantités 

Yt 1“' désignent habituellement la direction asymptotique seront rem- 
placées par xi', xï, xi'; les fonctions q.(x, ÿ, s), </)»_i (x, y, *) seront repré- 
sentées respectivement par «(x,,Xj,x,), e(x,,X3,Xj). Formant le tableau 
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de ces changemeuts: 

on remplacera x, y, a, par a:,, x,, Xj; 

- - «> r> - 4 ’; 

- m(x,,x,,Xj); 
y— i(®,y, a) - e(x,,Xj,Xj). 

Suivant l'usage, nous poserons 


U, — 


du 


dXr ’ dXrÔXt ’ '''■ ÔXr ’ 

nous conviendrons, en outre, d’indiquer par l’indice supérieur 0 la substitution 
des valeurs particulières x',', a^', x'î aux variables Xj, X;, x,; nous aurons ainsi 

«" = tt(x',’, ai’, xi’), 


ô’« 


e, = 


ot 


= 6lc. 

\dXr'a' ^dXrUX,/a 


d'u 


en convenant aussi d’indiquer par la notation ( )„ la substitution ci-dessus 
mentionnée. 

5. Ces notations étant admises, les équations d’une génératrice (J) de 
la surface asymptote seront 

ÜL 

(3,)W = .V.C «“ = 0, 

U, 

équations dans lesquelles 

(4.) P = Xi«y+a^«!,'+Xjfii’+/c". 

Nous poserons encore 


(5.) = 


«Il 

« 1 , 

«13 



«Il 

«ri 

«33 

9 

li 

«JI 

thi 

«33 




dU 

dUr. 


Le théorème des fondions homogènes nous donne les identités 

(6.) x,M, + x,«i + x,»j = mu; 

(7.) x.«„ + x.^«,,4-Xjtt,j = où r=l,2, 3. 

La résolution des trois équations (7.) par rapport à x,, x,, x,, conduit à 
(8.) x^/f= (m—1) + « 3 Jï; J, où r = l, 2, 3. 


56 


/'ainrin, poinit à tmfini tur les surfaces algébriques. 


6. Les équations (3.) de la génératrice ((ï) peuvent s'écrire 

I = w;, 

\ x,«!,'i + XiN'î! + iE3»'à + /cï = 

(!).) \ x,«yH-x,»ïj + x,«'3j + <r" = i«ï 

I avec la condition 

«K,xï,xï) = «" = 0. 

Multipliant ces dernières équations respectivement par ff",; puis par 

//J'j, //11; etc. et ajoutant, on donnera aux équations de la génératrice la 
forme suivante 

(//"x, + «;/ _ frx.+G;f jz-x.+G’i 
(10.) (J) 1 xt - x; - x; ’ 

(avec b"=0; 

en désignant par les lettres G,, Cj, G’j les fonctions dont le type général est: 
(11.) G, = r,//,, + ej//,,+ej//, 3 , où r=l,2, 3. 

En multipliant Ic.s trois égalités (11.) par «j, u„ et ajoutant, on a, d’après 
(H.) et (6.); 

(12.) «, G| "f WjG2-f' WjGj = //c. 

7. Remarques. 1°. On voit encore, par les équations (10.), que 
lu génératrice de lu surface asymptote est parallèle à la direction asymptotique 
correspondante. 

2". Nous pouvons constater aussi que les coordonnées dn centre de 
la surface (S) sont, d'après les équations qui le déterminent et les notations 
adoptées. 

3 .£•, . 

i'~ TT’ / “ H' r~ if' 

la génératrice (d) passe donc par le centre de la surface S qui correspond 
à la direction asymptotique parallèle à celte génératrice. Nous aurions pu 
profiter de cette propriété pour écrire immédialemeni les équations (10.). 

3". Si l'équation de la surface peut être amenée à n'avoir plus de 
termes de degré (m— 1). les équations (10.) de la génératrice deviendront 


J. 

xr 


= 0 ; 


il est alors visible que les génératrices (d) décrivent le cône m(xi,Xj,Xj) =0. 
1". Lorsque la solution (x',’, xV, x") satisfait, en outre, à la condition 
//(x';,x)',xï) = 0, ou //' = (>, 


Digitized by Google 


Pain vin, points à F infini sur les surfaces algébriques. 


57 


les équations (10.) donnent, dans ce cas, / = 0; et les équations de la géné- 
ratrice (â) sont alors 

t = 0, 

(P) XiU"+ h" = 0; 

celte génératrice est donc à rinflni dans le plan (P). Or le nombre des 
solutions du système 

// = 0, M = 0, 

est égal à — 2); donc 

U g a sur la surface asymptote 'Sm(m — 2) droites à l'infini, parallèles 
aux 3»i(m — 2) arêtes d inflexion du cône des directions mymptoUques; ces 
droites sont respeclicemenl dans les plans asymptotes correspondant à 
ces arêtes. 

Nous concluons de là que le plan a Tinfini coupe la surface asymptote 
suivant ces Sm(m — 2) droites, et, en outre, suivant une courbe du m*"*' ordre, 
laquelle est la courbe de contact de la surface asymptote avec la surface pro- 
posée U; donc la développable asymptote est de l’ordre 

»t+3/n(m — 2) ou f/»(3m — 5), 

résultat que nous retrouverons tout -à -l’heure par une autre méthode. 

N’B. Il peut arriver, pour certaines valeurs spéciales des coefficients, 
que la génératrice de la développable, correspondant à une arête d'inflexion, 
ne suit pas à l’infini. C'est ce qni a lieu dans la surface 

+ Æj -r Xj -|- 6/;r, Xj = 0. 


8. Ordre de la développable asymptote. 

L’ordre de la développable est égal au nombre des points en lesquels 
.elle est rencontrée par une droite quelconque; nous résoudrons cette question 
en cherchant le nombre des génératrices (<î) rencontrant la droite arbitraire- 
ment choisie. 

Les équations de cette droite peuvent se mettre sous la forme 


(13.) 


X, — yl,/ X, — A,t 

1 â, â~~~ 

jou 

I ♦ 

\xi = a,Q + Att, 

I X, = a.p + A^l, 
= a^^i + A,t, 



<1,, a., A,, Am A 3, désignant des constantes tout-à-fait arbitraires. 
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Pour obtenir l’intersection de cette droite avec la génératrice il 
faut remplacer ®i, Xo, Xj, par les valeurs précédentes dans les équations (10.); 
il vient alors 


+ + = n*a,e+(o:+A,H^t 

x] X*, 

Pour que les deux droites se rencontrent, il faut et il sufBt que les valeurs 

rie --- données par ces équations soient les mêmes, car les équations (13.) 

détermineront alors les coordonnées ^ du point de rencontre. Si 

nous désignons par — i la valeur commune des rapports ci-dessus, on a, en 
éliminant les indéterminées Hq, i, et k, l’équation de condition 


Oi 

x'I 


Oj 

x" 


Oj 


Gi+A,H" 


Le nombre des génératrices (â) rencontrées par la droite (13.) est donc égal 
au nombre des solutions (x,,®?,® 3 ) communes aux deux équations 


(14.) 


j 

0| X| 


I F (iT| « 9 iTj) — 

Oj 

G^ + A,H 

1- 

Xj 

G.^AyH 

y H (iT| ^ î 

= 0, 


= 0 , 


homogènes en X|, x,, Xj. 

Or les fonctions G,, G,, Gj, //sont du degré 3(m— 2) en x, , Xj, 
la l'" équation est, par suite, du degré 3(m— 2)+l ou (3»i— 5); la 2'’"' est ' 
du degré m; donc 

Im surface développable asymptote est de l'ordre 

N = ro(3n»-5). 


Nous remarquerons de suite que Téquation de la développable asymptote ne 
dépend que des coefficients des fonctions u et e ou et 


I 

i 


4 
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§. II. 

Influence des point.s doubles à l’iniini de la surface U 
sur l’ordre de la développable asymptote. 

I". Identités. 

9. On a d'abord les idenlilés suivantes déjà écrites (6.) et (7.): 

•— 1 

(1.) = mu, ou 2fx,u, — mn. 


( 2 -) 


j + = (w— !)«,, ou £x,u„ = {m~i)u,, 

I 


où r = 1, 2, 3. 

En dilTérentiant une et deux fois les identités (2.), il vient 


du 


(3.) £x.^ = (m-2)«., 


(4.) 


' ÔXiÔXi 


(ct-3).^, 


ÔUri _ du, J 

èxj ~ ~Sx7 

•-—J 

N. B. Dorénavant, au lieu du signe sommatoire nous écrirons seulement 

«'•1 

.2:, en convenant d'indiquer par là qu’on devra faire la somme des résultats 
obtenus lorsqu'on donne à l’indice n les valeurs 1, 2, 3, dans l'expression 
soumise à ce signe. 

Posant, comme nous l’avons déjà fait 


(5.) II. 


on a les identités 


(6.) 


«Il 

«12 

«Il 

«Il 

«22 

«Il 

«Il 

«J, 

«n 


|i»„ 



ii"».. 



f/„ = 


ÔH 

STT’ 


La résolution des équations (2.) par rapport à x, donne 

(7.) x,H = {m-\)^u.H„, où r=l, 2, 3. 

DilTérentiant une, deux, et trois fois ces dernières identités, on a snceessive- 

9 
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roenl, eu égard aux relations (6.); 

BU 


cil.. 


( 8 .) 




I cU f J \ » . cUf. 

JXr-rr— = (W - 1 ) 
l OX. ' ' ' Bx. 


X,- 


Ô'H 


Bxi 


/ 1 / «W- , K- v'Hr. 1 


/Q^ ' su,. , ‘ Ô'H„ 1 


Xr 


Ô’II 


Bx.Bxi 




BU,. 


B'Ur, 


Bx. ^ Bx, Bx, 


-]> 






. e^H . ü*H ^ , X. 


■)( 


B‘H 


B'H 


B'H 
BxrBx.c 


r 1 

[ 4-. B'H,. , • B'H,. -I 

“■ - Sx! '^^"•'ôx,Bx. I 

, en,. , 4 . B'H.. I 

■'■^-5I7-ôF-^^“- SFBx, ■ J 

[ • B'H,. , B'H,. -| 

•ôu^ BH„ - B'H,. I 

~Sx7 Bx, ■ BxrBx.Bx, J 




, rè»; 


La dilTérenliation successive des idonlités (6.) nous conduit à 


(11.) 


” ôn„ • ÔH„ BH 


' Bxi 


H,. + ^u,. 


BH,. 


Bx, 


= 0, r^». 


BH,. , 3u„ BH. 

*> “P ^ ^ 




daCi dxj 


( 12 .) 


Bxidxj 




OXj OX, 

B'H,. 


B'H 

bF^F 


.^Bu,. BH,. , 4, 

• '“’r\T~“ n _ I ^ 


Bx,8xy ' 
Bu„ BH,. \ 


Bx, Bxj 


Bxj Bx, 
B’IU 


èx,3x, + ~ÜFBF 


= 0. r^*. 
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Nous aurons encore à faire nsagc de l'idonlilé suivante 

d'n 


(13.) II- 


= , -H„ /A . 


ôu,,ôu,^ 

Dilférenliant successivement par rapport à x,, x,, x^, on a l’identité 

. .. Q'H,. 


ô'ii 


U- 


VU,„ CUr , 

l 

exi dx, dxk 
07/ ÔVf 


êXidXjVXk ÜUr, ÔUr , 


(14.) 


+s 


.1 ë'il 

6xj ôxt 


a- 


ô'ü 


_ I 


H.. 


dx, àxjdxt 


«... 


dx,dx,axt 


aÜ^Ur . 


dxt 

a’ii 




bxjdxi 




I g 

cJxj dajàxt 

a' H.. 

dxi dxj dxt 
a'Hr, d'ïïr. 

ts 

an. 


dXiOXj dxk axidc^éxi: 


% èxidxt 


■S 


Q an, , a'Br> 


dxi dxjdxt ’ 

le signe indique une somme de termes formés par les combinaisons sem- 
blables des trois indices », J et k. 

10. Les fonctions G, sont définies par les égalités (11.) dn §. I.; on a 
(15.) Gr = où r=l,2 ou 3. 

On obtient en dilférenliant successivement; 


( 16 .) 

(17.) 


pG, 

bx. 


= ^e.- 


an,. 

bx, 




b'Gr 

bxibxj 




ap, 

bxi ’ 

,5». an,. 


dxj dXi bxi bxj 


^ -V 11 

bx,dx/ “ " bx,axj 


d'U„ 

bx,di 

a'H„ 


(IS.) 


a'G, 

dxiâxjbxi. 


•tï 


' ax.dxfdxt 

PC. a' Br, 


+ ^H, 


a'p. 




ôxj dxtbxj 

dp, d'B„ 

bXi bXjbxM 


" dx,ax,axt 
J • a'p. aBr. 


+2: 


bxibxj bxt 

è'p, an,. 


• ôc. e'H., 

bssj bx,bx. 




dxj bxs bxi 
d'p. dB„ 


oxipx* bXj 

9* 
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Nous déduirons de suite de ces formules les différences suivantes qui se pré- 
senteront fréquemment dans nos calculs: 


(!».) 


Xjüj — x.,Gj = 

XjG, — x,C, = ^e.(xj//„-x, //,.), 

Xj Gj XjGi ~ (xj/Zj, Xj//|,). 

( 20 .) 


d*G, _ 

ox<ôXj vx.dxj ~ 


<3’p. 


m 

ÔXi 




OP. 

dx, 


( _ ÔH,. dlh. N , 




/ ôtfj. vm. 


ÔH2. 


dXi 


dx, 


ôx, 


)■ 


6*g, a*g, _ 

ôx.âxjôxk dx.dxiuxt ~ 


( 22 .) 


" / d'H}. d*Hi, \ 4 . ^*p. . „ „ . 

* c/x,cix/ôx* dxïaxjôxk ' ** 

, ’dp.f à^Hj, 4. c?V. cils. 80,. \ 

^ dxk ôxidxj * ox. ôx^/^ cJxicJx, V ôx* ôx* 

ôx* \ ^ dxjôxk ^ ôxj ôx*/^ dxjdxk ôx, ^ dx, ^ 

, •6c. f â'Hs. Ô'H,. \ , 4. Ô‘p. ( 60,. 60 ,. \ 

dx, ' ^ ôx<ôx* 6x,6xk' àxidxt ^ * ôx, ôx, / 


11°. Exposé de la question. 

11. La direction asymptotique (xV,X 2 , Xj), correspondant a un point 
double do la surface (G), doit saUsfaire aux relations 


I ,/; = o, »/; = o, «;'=0, 

(23.) et 

( P (x',’, xï, x'î) — e" = 0. 

Remarquons que lorsqu'on transporte les axes parallèlement à eux- 
mémes. les termes du degré tn (c. à. d. du degré le plus élevé) dans l'équation 
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de Ifl surface U no changent pas, mais les termes dn degré (m— -1) sont altérés 
par cette transformation; autrement, lorsqu'on modifie la position des axes de 
coordonnées en les laissant parallèles, la fonction (f„(x,g,s) ou M(f,,x,,a;,) 
reste la même, mais la fonction (x, y, s) on change de forme. 

Nous allons démontrer que 

si l'aréte (x'I, xfî) est une arête double pour le cône «(a;, , ar,, *,) = O 
cl située sur le cône c (x, , a;, , Xj) = 0, on peut, en général, transporter 
les axes parallèlement à eux -mêmes de manière que celte arête soit 
aussi une arête double pour le cône représenté par l'ensemble des nou- 
veaux termes du degré (w — 1). 

Soit en effet, l'équation primitive de la surface U: 

«(x, ,x,,x,) + fc(x,,xj,x,) + <’ii)(x,,x,,x,) + "- = 0 

ou, en supposant f = 1 : 

(24.) u(x,,xj,x,) + e(x,,xj,xj) + i 0 (x,,x,,xj)-|-"- = 0. 

Posons 

x, = a,+y,, x^ = ih+g,, Xj = a3-|-ÿj; 
l'équation de la surface prendra la forme 

(24"".) u{.9„g^,ÿ})+y{9,,y„9s)+W{g,,ÿ,,y,)+--- =0, 

où ('désigne l'ensemble des nouveaux termes du degré (m— 1), et a pour valeur 

(25.) V{y„9„9i) = + »)^ + e(ÿi, ÿi, ÿj)- 

Or si l’on suppose les relations (23.) vérifiées par la solution (x',\ x",xy). on 
pourra disposer des arbitraires a,, a,, a,, de façon que les valeurs 

y, = x‘l, ÿ; = *Ï5 yj = a:ï, 

annulent les dérivées premières de la fonction V. En effet, ceci aura lieu, si 

( = Oi Ui'i + a'ii + Oj n'ij + c'i' = 0, 

~ ^ 

( (|^), = «1 «ïi + »i .+ «3 «U + t>ï = 0. 

Si l'on multiplie ces équations respectivement par x',', x)’, x)', et qu'on ajoute, 
on trouve 


o,a';-|-a,a')-t-o,«(!J+e" = 0, 
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cc qui «si une idcnlilts d'après les relations admises (23. j. Les trois équations 
(26.) se réduisent donc a deux équations distinctes; on pourra, par suite 
transporter les axes d'une iiiQnite de manières, de façon que la direction 
(jr’,', j'j, x'j) soit une arête double pour le cône formé par l'ensemble des 
nouveau.v termes du (*»— 1)'“' degré. Dans celle transformation, les lennes 
du m^"'~ degré ne changent pas; par suite, les relations qui ont lien entre les 
coefficients de ces termes subsisteront encore après le changement des axes. 

La proposition énoncée souffre cependant des exceptions. Si, dans 
les équations (26.), on regarde a,, a,, comme des variahics. on aura un 
système de trois plans. Dans le cas général que nous examinons, ces trois 
plans se coupent suivant une même droite; mais il arrivera que les trois plans 
;26.) sont parallèles, si (œ',', i'), lï) est une arête de rebroussement du cône 
H (x,. Xi, j-j); il pourra arriver aussi que les trois plans soient à l'infini, si 
l'arête (x',', x'), x)’) est une arête triple du cône M(x,,Xi,x,); ce sont les seuls 
ras exceptionnels. 

12. Pour étudier d'une manière complète l'influence, sur l'ordre de 
la développable asymptote, des points doubles à l'infini de la surface U, il 
nous faudra donc examiner les cas suivants: 

1" cas. La direclioii asymptotique (x',‘, xi’, xV) est une arête rlouble ordi- 
naire du rôtie «(X|,x,,X]) et appartient au cône r(xi,x,,X 3 ). 

D'après la première hypothèse, on aura 

«'; = (), »'; = o, «y = 0; les H,.Xh 
et, d’après la remarque précédente, on pourra admettre que la deuxième 
hypothèse c(x',', xi, xï) ou r" = 0 entrainc les trois relations 
p'i’ — 0, «i = 0, ri = 0. 

2""' cas. La direction asymptotique (x','. xi, xï) est une arête de rebrousse- 
ment du cône m(x,,Xj,Xj) et appartient au cône r^x,,X2,x,). 

La première hypothèse entraine les relations 

»i = 0, «i = 0. «i=0. et //;: = (); 

quant à la 2"' hypothèse, elle ne peut pas être modifiée, et l'on a la 
seule relation 

e" = 0 . 

3"' cas. Im direction asyniptotique (x',',xi, x)') est une arête triple du cône 
«(x,,x,,X3) et appartient au aine c(xi.x,, Xj). 
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La 1"' hypothèse exige les conditions 

«■;. = 0 ; 


la 2"” hypothèse ne donne lieu qu'à la seule relation 

r" = 0. 


4"'' cas. La direction atymplolique est une arête triple pour 

le cène h{x,, arête double pour te cône c(a:,, a;,, x,). 

Cette double hypothèse outrninc les relations 

= 0; et e'; = 0, e';=0, eï = 0. 

Nous allons faire maintenant la discussion do ces différents cas. 


III°. Discussion. 

Premier cas: 

13. La direction asymptotique (x'!,xli,x") est une arête double du 
cône «{x,, X,, Xj) =: 0, ce qui donne 

(27.), «;' = 0, «!,'=0, «^' = 0, d'oii «" = 0; 

et l'on peut supposer qu'elle est aussi une arête double du cône o(x,, x,,Xj) = 0, 
ce qui donne 

(2b.), c" = 0, e'j = 0, e'i = 0, d’où e” = 0. 

14. Pour déterminer l'ordre de la surface asymptote, nous chercherons 
le nombre des points en lesquels elle est rencontrée par une droite arbitraire 
telle que 

(X, = pa, + -4,<, 

(29.) X, = pa, + A,t, 

(xj = qOi+A,t. 

En reprenant les raisonnements du n°. 8, nous voyons que le nombre des points 
de rencontre ou l'ordre de la surface asymptote est égal au nombre des gè- 


nératrices communes 

aux deux 

cônes 







a, 

•«I 

Ot + A,H 

(30.) 

/^(x,, X, , 

Xs) = 

Ol 

X, 

0, + A,H 




<h 

Xj 

H 


(30'"*.) 

u{x 

M ^ 


= 0. 
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Développons la fonclion F et ses dérivées 

XjG,) x.G)) +Oj(x,G,-x,G,) 


(60.) F 
Posant 


' 4- «I Ai — Xi Aj) -r *h //(xj — x, As) + Os //(x, -<4 î — x, /t,). 

(31.) 


E| = »jGj — fljC,, j «I = n,y4j— Ojvl,, 

El — üjGt — 0(Gi, jO^“03..4| 0|.43^ 

El -- a,G, — aiG,i ' «, = a, Ai— a, A,; 


(32.) 


/■ C(7g \ , ( cr/?, \ / ü(j, C.*C, \ 

I i:» -. »» 


Ô’F ^ 

j clxjS*, 

\ / é’G, 6’G, \ , ( è’G, Ô'G, \ , / Ô'G, Ô’G, \ 

, . )*^'^’*^'ôx,oxy ^'cxiifxj) *‘5x^xj‘'^**^v*'5x,ô^ ^^dx.dx,' 

' , r A J > 5’fl , , . J N . J \ 3’ff 

I ’ra,(x,Ai-XtAi)^^^+a.(x,A,~x,A,)^^ +ai(x,Ai-XiA,)-^-g^ 

I ^!L. 

bxi dxj ôx, ?Xj 

15. Nous allons d'abord écrire les relations particulières qui résultent 
des hypothèses (27}, savoir: 

(27.), n'; = 0. b',’ = 0. «ï = 0. 

Ou conclut immédiatement des identités (7.) 

(34.), H" = 0. 

1°. Puisque les H„ ne sont pas nuis, la comparaison des équations 
fournies par les identités (2.) et (6.), où l’on introduit les hypothèses (27.) et 
(34.). nous conduit aux relations 
(35.). 

et nous poserons 

(35“V), ^ = O.. 

Les identités (8.) donnent visiblement 

' ôiï> 


(3H 0.= ‘^- 
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2". Eu égard aux relations (27.) et (36.), on déduit des identités (9.) 

cette égalité aura lieu quelles (jue soient les valeurs respectives des nombres 
'■> *> égales ou inégales. D'un autre côté, les identités (11.) donnent 
d'après (36.) 


un conclut de là 


- - 1 — 


Les relations (35.), (35*"’.) et l'identité (3.) nous permettent de transformer 
le second membfe de celte dernière égalité, lequel devient successivement 

-(m-l)i,ix,-|^; -(m-l)(m-2)à,«„; 

et on a définitivement 

(37). (âSir). = -(".-i)(«-2)co«". 

3". Eu égard aux relations (35.) et (36.), les identités (11.) donnent 




puis, d'après l'identité (3.): 


(38.). [ira..^]^+(™-2)i,«'.: = 0; 


égalité qui a lien aussi lorsque a = r. 

Si, dans cette dernière égalité, on fait successivement « = 1, 2, 3, en 
laissant à i une valeur fixe, et que l'on compare les trois équations ainsi 
obtenues avec celles que fournit le groupe (2.) dans le cas actuel, on ob- 
tient les nouvelles relations 
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16. Nuus allons inainlenani dcinonlrer que la droite (x',', X)) est 

une arête double pour les deux cènes F et u [n". I IJ, et que les plans tangents 
suivant cotte arête double sont les niêines. 

1“. D’après les relations (28.), les valeurs (Ift.) des (i, sont nulies, 
et l'on a 

(40.) 6*; = 0, C,'=0, 6‘,’ = 0; 

et comme H" est aussi nul, on voit que l’arête (ar',’, æ", t") appartient également 
nu premier des cônes (30.), savoir ou cône F(xj, Æj, a*,) = 0. 

2". D’après les relations (40.), (34.) et (36.), l’expression (32.; des 
ôF 

ne dépend plus que des binômes de la forme 


( 





V 

ÜXi 


* 


or, eu égard aux hypothèses (28.), la valeur (20.) de ces binômes ne dépend 
plus que des quantités 

(Xj //j, Xj //j.) , 


quantités nulies, d’après les relations (35.). Donc 


(41.) 



c. à. d. que la droite (x',', x)', x") est aussi une arête double pour le cône 
F (a’i , X , , Xj) = 0. 

3“. Les relations (28.) et (35.) nous donnent pour les valeurs (16.) 


des 


dxi 


vG, * 6c. . * ôci . , .j. 


et, d’après (28.): 


(42.) (-^) = 0. 

' ^ (JXi -'o 


d'F 

Oxidxj 


4“. Eu égard aux relations (40.), (42.), (36.), la valeur (33.) des 
se réduit à 


d'G, _ o’G, y , , , _ à'H 


Ô'G^ 


d'H 


h (•••) + "" 

D’après l'égalité (37.), le second terme a pour valeur 

— O, (x'i ylj — x"i A-,) (m — 1 ) (m — 2) 10 . . 

La l^*" expression, dont la valeur est fournie par les formules (21.), se réduit, 
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en verlu des ésalitcs (28.) et (35.), à 


~ àæ. V'*' àx. 


f))lu 




m. 

àx, 


ÔII,. 


■)• 


àx, àXi cxi ^ ' dxi 

Lu rédnclion de ces sommes s’opère aisèmeni à l’aide des relations (39.); et. 
si l’on lient compte des hypothèses (28.). on n dèfinilivement 


'«•) (-sis-). 


/?<, 


en dèsifrnaiit par li la quantité suivante indépendante des indices i et j 
~{m-\){m-2)w [a, (x'I A, - xi'yl,) + a-, (x'M, - + a,(x'; /l, -x'M,)] . 

Or l’èqualion des plans tangents an cône F suivant l’arôte double (x", x", *“) est 

= 0= 

celte équation devient, en y substituant les valeurs (43.): 

xX, J- a;î*)!,+3;]»i'i+2j;.x,«!;, + 2j-,xj»‘,’,+ 2x, = 0; 


c'est précisément l’équation des plans tangents au cône ti(x,,X 2 ,x,') = 0 suivant 
l’aréte double (x'i,x’!,x"). 

Comme conséquence de celte analyse du 1"’ cas. il résulte donc que 
I,es deux cônes F{x,,x,,x,) et «(x, ,xj,x,) ont en eonmnn six arêtes r.oin- 
cidant arec ta gentTatrice (x'I, x'î}. 


Deaxième cas. 

17. La direction asymptotique (x',’, xï, xÿ) est une arête de rebrousse- 
ment du cône «(x,.x,, x,); on doit donc avoir d’abord 

(44), «’i' = 0, «l,‘ = 0. «'( = 0, d’où«" = 0, 

puis 

(45.), H‘,’. = 0, d’où 11=0 (4.5'"‘.); . 

de plus cette arête appartient au cône p(xi,x,,x,), et l’on ne peut pas 
supposer, en général, qu’elle en soit une arête double; on a donc la seule 
condition 

(46.) c" = 0. 

Nous allons chercher encore le nombre des arêtes communes au.x deii.x cônes 
(30.) et (30'’".) et coïncidant avec la génératrice (x',', x',',.xy). 

18. Les relations établies dans le 1" cas ne sont plus applicables ici. 
car les identités (2.) et (6.) ne fournissent plus des systèmes d’équations 
distinctes. 
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I". Los relalions admises (45.), ou //„=:0, enlrainenl comme con- 
séquence immédiate 


(47.), = g,s,. 

En effet, on peut toujours poser 

u,t = 9,g'%, «u = ÿiÿi, <hi = ltg,gi; 

en cherchant à vérifier les relations (45.), on conclut 

W|i ~ , «„ — Arÿ/, «33 = kgj ; 

, or on peut encore poser 


Uii 9ii Su étant de nouvelles indéterminées; on arrive ainsi aux valeurs (47.). 
Les identités (2.) donnent alors 

(48.), i^lgt + élgi+jfsg, = 0; 
et les identités (8.) conduisent à 



= 0 . 


Eu ayant égard aux relations (44.), (45.), (47.) et (49.), nous conclurons des 
identités (9.) 


(50.), 


d'H 
dxr dx 


-) - », 


après avoir remarqué que les identités (11.) nous conduisent, d'après (45.), 
(47.) et (50.), à 


(51.), 



= 0 . 


2". En supposant j = i, les identités (12.) donnent, d'après (45.). 
(47.) et (49.); 


gu.i ôHri , dug dn,i , duts dH^, _ " ô’B,. 

oxi dXi Oxi dxi dxi dz, ~ i9‘ 9» i 

en supprimant, pour un instant, l'indice O. Posons 


(»2.), 3>\cS^)+9\-§^ 

l'égalité précédente devient alors 



rÔ«,| Ô//,l ëUg ÔUg Bu, 3 ÔHrs'l . 


Digitized by Google 


Painvin, points à tinfini sur les surfaces algébriques. 


71 


égalité qui a lieu aussi pour « = r. Faisons-y successivement »= 1, 2, 3, 
et résolvons les trois équations obtenues par rapport aux •>" trouve 

par exemple 


! out$ 

0«17 

Sun 



9i 

Su, 2 

Su,) 

i ôx. 

Sx, 

ôx. 



dxi 

OXi 

àihi 

dun 

VUzi 

rôHn- 

) = 
0 


dtt-ii 


ôx. 

ôx, 

ÔXi 

' dxi é 

9.- 

àx. 

ex. 

OUit 

ÔUS3 




9j 

dun 

CBsj 

i ëxi 

ÔXi 

ÔXé 

0 


Sx, 

dXi 


D'un autre côté, les identités (3.) deviennent, d'après (47.): 
/ du.t du.t duj ^ / Q, 


Faisons encore, dans cette égalité, a = l, 2, 3 et résolvons les trois équations 
obtenues par rapport à Xj, x,, x,; on a, par exemple: 


CUit 

Su,! 

Su,, 


9, 

Su,! 

8u„ 

Sx, 

Sx, 

ôx, 


dxt 

dx, 

Su,, 

Sun 

Su,) 

• xï = (m-2)ÿ. 


ôun 

C^«23 

âA 

Sx, 

Sx, 

9> 

Sx, 

Sx, 

âujt 

Sun 

Sun 


9» 

Su,, 

Su,) 

Sx, 

si: 

ôx. 


si: 

si: i 


Divisant membre à membre les égalités (I.) et (II.), nous conclurons une 
relation comprise dans le type général suivant: 


Il résultera, en outre, de l'égalité 


ëHr. 

dx, 


3H.r 

dXi 


(53”'’.)» 




La substitution do ces valeurs dans les identités (12.) nous donnera, en tenant 
compte des relations (45.), (47.), (53.) et (3.); 




ô’Ilr, 


ô'H,s 


' ôxj bXj ‘ 




dxidxj A 


cette égalité donne l'égalité (52.) ‘comme cas particulier. 

3°. Si l'on combine successiv^ent avec la relation (48.) les relations 
(52.) et (54.), et qu'après avoir attribué à i e\ J des valeurs spéciales 1, 2 
ou 3, on élimine alternativement les quantités g,, g„ g„ on sera conduit. 
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«près «voir pose: 

i-'.:. = <Skl-<Skl- 

au groupe des relalioiis suivantes: 

; A'^,1 a;.5 + 2j?/J,, Ar\i-2x;A., 

i 9, ~ 9t ~ 9. 

» ^ ^ a;',+ 2x;.4„ 

9, 9, ' 9, 


56'"'.\ 


A" + 2 j,M,' _ Ar.î-2j;/t,, _ ^ _ 

9, ~ 9. ~ 9. ’ 

j Ae,i ^^3 A,.i — X * Af'j ArJ Ae^ 

\ 9, ~ 97 ~ 9 , ' 

' *v'.i ^ A';,;4-x;^,ji-.r:.4„ ^ A-;j- 

9. 9, " 9. ’ 

K:’,-x]A„ ^ a;.,4-x; _ Kr\ A-x\Ari-x\A.. 

9, 9. 9, 

En tenant compte des relations (53'"'.), (54.) et des valeurs (55.), on vérifie 
facilement résralité 

(57.), g>K^..-Vg,Kt+g,Ki[. = O. 

l". En ayant égard aux relations (44.), (45.), (47.), (49.), (50.), 
51.), (52.). (54.) et □ l'identité (3.), on déduira des identités (10.) les valeurs 
suivantes: 

i( 5 ). = 

(âS-). = 

kdifa^éi:). = -^^i^«9‘9. + A„g,g, + A„g,g,). 

5“. Si l'on élimine successivement les quantités j,, g,, g,, entre les 
deux relations (48.) et (57.), on en conclu! l'égalité des rapports 


:59.), 


x;A'i:.-j:;A'j:. _ a;jtf;\-x:A'î:. _ x;a^;,-x;a'?;. 


9, 9 , 9 , 

Nous déterminerons la valeur des rapports ut'i à l'aide de l'identité (14.). 
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En tenant compte successivement des relations (45.), (49.), (50.), (53.). 
(55.), l'identité (14.) devient, en supposant, par exemple, » = 2, *, = 3 

(1.) . S(a.(.-;„,-a..«). 

In somme ^ s'étendant aux coinhinaisons des trois indices i, j, h. 

Si maintenant on donne à r et r, des valeurs particulières, et qu’on 
ait égard aux relations (SS*"*.), (58.), (47.) et a la définition (59.) des ai)', 
on trouvera pour les valeurs cherchées 

(59'"‘.)j w‘> = — (m— l)(m -2)j..»;;. 

19. Nous allons constater marntenant que la droite est 

une arête de rebroussement pgur les deux cènes F et «. et que le plan tangent 
de rebroussement est le même pour tous deux. 

1°. D’après les relations (45.), les formules (15.) donnent 
(60.) CV = 0, 0 = 0, Oi = 0; 

et comme la quantité // est évidemment nulle, il en résulte pour la valeur 
(30.) de F 

(61.) F" = 0, 

c. à. d. que l’arète appartient au cène F(xi, x,, i,) = 0. 

2". Eu égard aux relations (45.) et (53.), la valeur (16.) des se 

réduit à 

(©. = 

et comme p" est nul, d’après rhypothcse (46.), il vient 
(«) (©. = 0- 

En vertu des relations (45.), (49.), (60.) et (62.), les formules (32.) donnent 

c. à. d. que la droite (x',',x)',xï) est une arête double pour le cône F(x, , x, , x,) = 0. 
3". Calculons enfin les définies par les équations (33.). 

D’après les relations (49.), (50.), et (62.) la valeur (33.) de 
se réduit à 
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or. eu egard aux relations (45.), (53.) et (53'‘“.), l'équation (21.) nous donne 

ev;, e’G, _ ^ r S'h>, s'h^. 

dxidxi êXtélX) dx.dx, 

par suite, d'apres les notations (55.), 

(I.) = o,i-r.A7.. + o,ie,A-», + o,if.A':;,. 

Il nous reste à déterminer les sommes qui se trouvent dans le second membre. 
Posons, pour un instant, 

(1°.) A7 = = «>'i’>‘'i'(r+e"A';(. + p'j‘AiV; 

on a. en outre, d'après (57.), (48.) et (46.): 

( 2 ".) 0 = g,h'‘f.+g,,K?,,+g,h-l; 

(3°.) 0 = g,x'!+g,x>i+giX"; 

( 4 *. ) 0 = «" = *',’ e',' + x" e" 

Kliminniit d'al>ord les a*, entre les équations (3°.) et (4".), il vient 

(5". ) 9,r",-9,e', ^ g.r!-g,p; ^ g, ri- g. P ? ^ g . 

*1 

puis éliminant les A,,, entre les équations (1°.) et (2“.). et tenant compte do 
l'égalité des rapports précédents, on trouve 

ÿ.si; = tf(iSA,«,-a;;AX). 

El enfin, d'apres les relations (59.) et (59'"'.), il vient définitivement 
(64.) S*/ = e-; A,^+ rï A^,+ ey A'ij, = - «(» -1 )(m - 2)ÿ, . < . 

d'F 

Nous aurons, par suite, pour la valeur (1.) de 

(<>â.) ~ -®('"-lX»»-2)(o,g,+o,g,4 fl,gj).<, 

fl étant une quantité dont la valeur est indépendante des indices i et j. 

Or l'équation des plans tangents au cène f(x,,a:,,xj) suivant l'aréte 
double (x‘/, jfJ, x'Ü) est 



celle équation devient, en y substituant les valeurs (65.): 

j>';, + x;a'A + x>'i+2x,x,«';,-f2x,x,i('i + 2x,x,ii',’, = 0. 
ou 

(x,g, + x,g:4-Xjÿ,)’ = 0; 
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ce qui est précisémeni l'équalion des plans tangents au câne u(o;|, 2 ^], Xj) = 0 
suivant l'arôle de rebroussement {x", xlj, x"). 

Comme conséquence de celte analyse, il résulte que, dans ce 2""" cas. 
Les deux cônes F(x,, x^, x,) et «(x,,X 3 ,x,) ont en commun six arêtes coin- 
cidant arec la génératrice (x',’, xï, x“). 

Troisième cos. 


20. La direction asymptotique (xï, xï) est une arête triple pour le 
rtine u(x,,X],Xj); on doit donc avoir 

(66.)j — 0, quels que soient r et s; 

et, en outre, cette droite est une arête simple du cône e(x,, x,, Xj) =t 0; d'où 
la relation unique 

(67.), c" = 0. 

21. 1". Comme conséquence immédiate des hypothèses (66.), on a d’abord 

(68.), dl = 0, u" = 0, «■,' = 0, d'où »" = 0 ; 

(68^«), //" = 0; W';, = 0. 

Les identités (8.) et (9.) donnent ensuite 

ÔB 


(69.), 


iW). 

(-éLl = ‘>- 


> dx, dx. 

Los quantités //„ étant des fonctions homogènes et du second degré par rapport 
aux M„, on a évidemment 

et les identités (10.) donnent alors 

(æirâr).'» 

2". DilTérenliant encore une fois les identités (12.), et introduisant les 
hypothèses actuelles, nous trouverons 

gu.. ô'Br, , ^ p«.. 6' JL, _ .. 

■ ^ ^ ■“ èx, ôxj ôxt ^ ■“ dxj dxidxt 

Faisons d'abord k=J = i, puis donnons à « les valeurs I, 2, 3; les 
trois équations afhsi obtenues, comparées avec celles que fournit In relation 


c«,i , _ ÔM.î I _ du.i _ Q 




dx, 


11 
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lorsqu’on y donne anssi à « les valenrs 2, 3, nous conduiront aux relations 


' ôa' -4 ' vx} A \ àx! K 


Un 


72.), 


f Ô’Hr} 


x\ a; jr; 

Ru égard à ces dernières relations., l'égalité (I) nous conduira, à l’aide 
d’un calcul semblable au précédent, aux équations 


/ av/,1 \ / S'Hn \ / B'H.i \ 

' ÿx.vxj A _ ^ dx, dxj A _ \ clX'idx, A 


- »; 

22. Nous allons constater maintenant que la droite x^', x*,’) est 
aussi nnc arête triple pour le cône ^'(xi , Xj , x,} = 0. 

D’après les relations (68.) et (70.), les formules (15.) et (16.) donnent 

d’abord 

(73.) ff) = 0. 


mx-o- 


et, par suite des relations (68.), (70.), (72.) et (67.), les formules (17.) donnent 
(74.) (J^) = 0. 

Les équations (30.), (32.) et (33.) donnent alors immédiatement 
(75.) F' = 0, (g). = 0. 


^ Sx, Sx, 


En poussant plus loin les calculs un constaterait que les &F ne sont ni nuis, 
ni proportionnels aux c/V L’arête (x([, x‘{, x'i) est donc triple pour les deux 
cènes F et u; par conséquent les deux cônes F(x,,x„ x,) et a(x, ,x,,x,) 
ont en commun neuf arêtes coïncidant oeec la génératrice (x", x", x')). 

Quatrième cas. 

23. La direction asymptotique (xï,xï, xJ) est une arête triple pour 
le cône m(x,,X 2 , x,); c. à. d. que 

(76.), u", = 0, quels que soient r et s; 

et est, en même temps, une arête double pour te cône e(xi, x,, Xj); c. à. d. que 
(77.), rï = 0, eï = 0, rï=0, d'où e“ = 0. 

24. Les relations des n°* 21 et 22 sont applicables à ce cas; les 

formules (18.) nous donnent en outre, d’après (77.): * 

Ô’fir 


(âîür). = «’ 
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et on conclu) imniédialement de l'identilé (33.]. après l’avoir difiTérenticc, 

( ) = O- 

c. à. d. que la droite (x'I, 04') est une arête quadruple pour le cène F. Donc 

Les deux cônes F(x,,x,,Xj) el a(x,,Xj,Xj) ont en commun dôme 
arêtes coïncidant arec la génératrice (x',', x", x'I). 


IV". Couclusion générale. 

25. Nous venons donc de démontrer que, lorsque la surface U possède 
un point double à rinfiui. les doux cônes (30^) el (30'"'.) 

f’(x,,x,,xj) = 0, «(x,,Xj,X 3 ) = 0 

ont en commun, en général, six arêtes coïncidant avec la direction asymptotique 
(x',‘, x",x!|’) correspondant au point double. Lorsque l'arête (x',', x)’, xï) es) 
triple pour le cône a(x,, Xj, Xj) = 0, les deux cènes auront en commun neuf 
ou doute arêtes coïncidant avec l’arête (xJ, xï, xÿ), suivant que cette droite 
est une arête simple ou une arête double du cône e (x, , x,, Xj) >= 0. On sait 
d’ailleurs que les solutions communes à ces deux cènes déterminent tous les 
points en lesquels la surface asymptote est rencontrée par une droite quel- 
conque, et font, par suite, cnnnaitre l'ordre do celle développable. 

Or, pour (x, = x',’, X, = xï, Xj = Xj), les équations (10.) §. I de la 
génératrice (<f) correspondant à colle direction asymptotique se réduisent à des 
identités, puisque les quantités H cl G, sont nullos; il n'y a plus, en eifel, 
de plan asymptote, il n’y a plus de génératrice (J) correspondant à la direction 
asymptotique (x^', x',', xï). 

Par conséquent, le nombre des génératrices (J), rencontrées par la 
.droite arbitrairemenl choisie, sera égal au nombre des arêtes communes aux 
deux cônes ^'(x, ,x,, Xj), «(x,,x,,x,) el distinctes de l'arête (x“, x',', xÿ) ; 
c. à. d. égal à 

[ro(3»/»-5)-6], ou [m(3«-5)-9], ou [m(3m-5)-12] 
suivant que la direction asymptotique (x',', x^', x,), qui détermine le point double, 
est une arête double du cône «(x, ,Xj,x,); ou, une arête triple pour le cône 
m(x, ,x,,x,) et une arête simple pour le cône e(xi,x,,x,); ou, une arête 
triple pour le cène » et une arête double pour le cône r. 

11 * 


7H 


/’niNriK, poinlt à f infini lur la turfaca algibrique4. 


Donc 

26. Longue la turface U a un point double à rinfini, tordre 
A' = m(3m— 5) 

de la turface atymplole est diminué, en général, de six unités. Lorsque ta 
direction asymptotique, correspondant au point double, est une arête triple du 
cône q„, ta diminution sera de neuf ou de doute unités suieanl que celle 
direction sera une arête simple ou une arête double pour le cône y._|. 

Ces derniers cas se présenteront respectivement lorsque le cylindre 
asymptote, correspondant au point double, se réduira ri deux plant dont un à 
f infini, ou à deux plans à l'infini [n'“ 25 cl 26, l'" partie]. 


§. ni. 

Recherche des directions asyniptotiques de ta surface asymptote. 

27. Pour les recherches qui nous restent à faire, nons nous placerons 
dans le cas général où la surface proposée ü n’a pas de points multiples à l'infini. 

Nous compléterons d'abord l'étude précédente en cherchant à déter- 
miner l'influence des arêtes doubles du cône des directions asymptotiques sur 
l'ordre de la surface asymptote, en supposant toujours que ces arêtes doubles 
ne correspondent pas à des points doubles à l'infini sur la surface U, c. à. d. 
que cette génératrice du ct'me «(a;,, Xj, Xj) n’appartient pas au cène e(x,,Xi,x,). 

I". Influence des iirêtes doubles du cône des directions asymptotiques. 

2B. Considérons une arête (s^,x^,aÿ) que nous supposerons double 
pour le cène u(x,, a^, Xj) = 0, c. à. d. que 

(79.) < = 0, ti; = 0, u'; = 0, d’où «” = 0; 

et admettons, en outre, que celte arête n'appartient pas au cône e(x,,x,,x,) = 0, 
c. à. d. que 

«•' § 0 . 

Nous aurons à examiner deux cas: la droite (x)’, o:^', est une arête double 
ordinaire du cône u(xi,X},Xj), ou elle en est une arêto de rebroussement. 
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Premier cas. 

29. /.<! direction asymptotique x", x'J) est une arête double du 

cône «(x,, arj), c. à. d. que 

u',' = 0, «" = 0, «J = 0, d’où u" = 0, 


(80.) 


et 




Les relations du n". 15. sont applicables à ce cas. D’après (35.), les valeurs 
(1.5.) des G, sont 

(81.) (C,)„ = A,(m-l)e"; 

et, eu égard à ces valeurs et à la relation (34.), l'équation du cène (30.) devient 

I «1 X| A, 

/^’(xï,xi',xï) = L aH i, (f»-l)e‘' = 0, 

\tty Xj Xj 

car i, = tux)'; 

donc le cOne F(x,,x,,Xj) passe par i'aréte double (xï,x!!,xï). Nous cal- 
culerons plus loin les (■^) cl nous constaterons que leur valeurs sont dif- 
férentes de zéro. Ainsi 

Les cônes F(x, ,Xj,Xj) et «(xi,x,,x,) ont en commun deux arêtes 
coincidant avec l'arête (x',', Xj, xï). 

Deuxième cas. 

30. La direction asymptotique (x',', xÿ, x'j) est une arête double de 
rebroussement pour le cône u(X|,Xj, Xj); c. à. d. que 

j u'i’ = 0, «K = 0, «ï = 0, d'où tt" = 0, 
f et = 0, quels que soient r et s; d'où H" = 0. 


(82.) 


Les relations du n". 18 sont applicables à ce cas. D'après (45.), les valeurs 
des G, sont 

(83.) C, = 0-, 

il en résulte immédiatement F" = 0. On a, en outre, (20.) 

, ( d’après (53.) = [i^(xi'j^’-o^a^)] = 0; 
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alors, eu égard aux relations (49.) cl (84.), la formule (32.) donne 



Donc, la droite (*',', a^', «,) est une arête double pour le cône F(a*,, x,, x,) = 0. 
Nous calculerons plus loin les *' constaterons que leurs va- 

leurs sont différentes de ïéro. Ainsi les cônes F(x,,x,,xj) et «(X|,Xj,Xj) 
ont en eomman quatre arêtes coïncidant arec la droite (xï,xï,aÿ). 

runriusion. 

31. Dans l'hypothèse actuelle //"=0; par suite, les équations (10.) §. 1 
de la génératrice (<1) se réduisent à la seule équation 

t = 0, 

laquelle représente le plan à rinfini; c. à. d. que le point d'intersection (cor- 
respondant à la solution x',', x',', x)') de la droite arbitrairement choisie avêc 
la siirfacc asymptote se trouve sur une droite a l'infini. Donc une droite 
quelconque rencontre la surface asymptote en denæ points ou quatre points 
coiucidants et situés sur le plan à l'infini, suivant que la direction asymptotique 
considérée est une arête double ou une arête de rebroussement du cône 
«(x,,X},x,); par suite, le plan à l'infini fait partie de la surface asymptote. 
Il reste donc 

[m(3(7( — 5) — 2] ou [ni(3f» — 5) — 4] 

üénératrices proprement dites rencontrées par une droite arbitrairement choisie. 

Ainsi: 

lorsque le cône (» on q„) possède une arête double ou une arête de 
rebroussement ne correspondant pas « un point double à t infini de la surface 
U, l'ordre de la déreloppahle asymptote se troure diminué de deux ou 
quatre unités, si ton fait abstraction du plan à [infini. 

II". UcciiCTcbc des directions asymptotiques. 

32. Les points à l'infini sur la surface asymptote ne peuvent provenir 
(|ue des points situés à l'infini sur ses génératrices à distance finie, ou des 
points sur les génératrices à l'infini, lesquelles correspondent aux arêtes d'in- 
lle.xion du cône «(x,,x,,x,) ou à ses arêtes doubles, car dans ce second cas 
le plan asymptote est a l'infini. 

Les génératrices du cône des directions asymptotiques de la surface 
proposée U fournissent un premier systinne do directions asymptotiques pour 
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In surface asymptote; car à une arôte du cône u{xi<, Xj, xf) correspond une 
génératrice parallèle de la surface asymptote et une seule. 

Mais l'étude des arêtes d'inflexion et des arêtes doubles du cône 
« (x, , X 7 , ®j) ou (f„ va nous permettre de constater l’existence d’autres systèmes 
de directions asymptotiques pour la surface asymptote. 


Premier cas. Arêtes d’inflexion. 

33. Suppostxns que la droite (a;',’, xï, scï) soit une arête d’inflexion du 
cône «(xi,x 2 ,xj), de sorte que 

(85.) u{x%d!,x';) = 0 et H" = 0. 

Cherchons l’intersection de la surface asymptote par une droite quelconque 
parallèle à Farète d'inflexion (x'î,x^,xj), savoir (A,, Aj, Ai étant des con- 
stantes arbitraires) 

/a« ^ ^1 _ X, A fl 

^ X* X* X* 

•^1 

Le nombre des génératrices (J) rencontrées par cette droite sera égal au 
nombre des arêtes communes aux deux cônes 

x'I Xi Qt + Ai II 

a^’ Xi Gi-\- AiH 

x'i Xi Gi + Ai II 

Nous allons donner de suite les développements de la fonction F et de ses 
dérivées, développements qui nous seront utiles pour ce cas et les suivants. 
On a d’abord 

(87.) F, = (3^X3—XiXi){Gi+AiH)+{xiXi—x'lxi)(Gi+AiH)+{£lxi~aiiXi){Gi+AiH). 

0 

Posons 

x!,' G, — xÿ = £, , ifti = cc!iAi — x'i Ai , 

x'iGi-x'iGi = Ei, = xy^,-x'M„ 

x'iGi -aüGi = Es , I A = xiAi~x'iAr, 


(87.) F,(xi,x,,x,) = 


= 0, (87'"‘.) «(xj, Xj, X,) = 0. 


(88.) 


on aura alors 


(89.) g = 


dG. 




puis: 


( 90 .) 


d’F, ^ j ) 

dxidx, ) dEj dE. a dH ^ ÔH 

dxt dxj 
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S2 


el colin 


(91.) 


d'F. 


d'Et 

ÿx,6x, 


ÔX, ÔXj CXi, 

d’E. 

dxjdxt 


- ëx,dx,ùxt 


+ 7)- ) 


0% . Ô'II 

ôx.oxt ^ * dx,ëx, 


ÔXiCXiOXt 

-ti.^ ,% 

‘ C‘X,OXt ' ’ 


ê’H 

ÔX, ÔXt 


34. Revenons à la question. Il est d'abord visible que l'nrêle 
(x'i',xï, xï) appartient au cône (87.) Xa, Xj) = 0. 

Nous allons démontrer, en outre, que les deux cônes F, el u se louchent 
suivant celle géncratrico commune. 

En effet, faisant x, = xV, X 3 = jiï, Xj = xï, et ayant égard aux relations 
(85.), les équations (88.) el (89.) donnent, par exemple. 



xïGÏ-xi'GÏ. 


Or ndenlitc (12.) §. I. el la 1*" des relations (85.) donnent 

l«ïff.' + M','G'a'+«ÏG'a' = 0, 

I H,’x','+»faXa + «ïxy = 0. 


Par l'élimination successive de m, ces deux égalités conduisent é 

x;ô';-x;g; _ x;fi;-x ;c; _ 

M* U* U* 

•*, U, », 

D'après ces dernières relations el les valeurs ci-dessus des (J^') y »■> 'O'* 
que l'équation 

«.(S^).+*.(&).+*.(&). - » • 

du plan tangent au cône F,(xi,Xi,x,) suivant raréle (x',', x,, x*,') devient 

Xi»','+Xa«')'+x,»'( = 0; 


c'est précisément l'équation du plan tangent au cône n(x,,x,,x,) suivant celle 
même arête. 

Les deux cônes (87.) ont donc en commun l'aréle (x',’, ‘’l 

louchent suivmtt celle arête; par suite, ils n'auront plus en commun que 
[m(3m — 5) — 2] autres arêtes distinctes de Taréte (x',', x',', xï) ; mais, à une 
arête d'infle.xioti correspond, en général, pour In surface asymptote une droite 
à Cinfini dans le plan asymptote parallèle an plan d'inflexion du cône 

«(X|, X,, Xj). 


Digitized by Google 


Painpin, points à tinfini sur les surfaces algébriques. 


83 


Par conséquent: Une droite quelconque poraUèle à me arête d'inflexion 
du cône de» direction» asymptotique», e. à d. passant par le point 

à fin fini 



ne rencontre plus ta surface asymptote qu'en [;» 3m-5)-2] points distincts 
du point où elle rencontre la génératrice à C infini; par suite, ette rencontre 
cette génératrice à f infini en deux points coincidents; donc le point / n l’in- 
fini est un point double de ta surface asymptote. 

Nous ferons plus loin quelques remarques relatives au cas où la 
génératrice (d), coirespoiidant à une arête d'inflexion, est à distance finie. 

35. Imaginons maintenant une droite quelconque 

< _ x,— A,l _ x, — A,i 
a, a, ~ a, ■> 

située dans le plan asymptote 


qui correspond à l'aréte d'inflexion (x',', *ï); de sorte qu’on a les relations 

|b(x1’,xï,xï)=0, //" = 0; 

(92.) t 0| Bi + = 0; 

( AfUi~{ A, A,uî-}-v'‘ = 0 . 

Le nombre des génératrices de la surface asymptote rencontrées par la droite 
en question sera égal au nombre des arêtes communes aux deux cônes 


F{x,, Xj, X|) 


! O, X, G, + A,H 


! O, X, 


G,+A,H 


= 0 , 


^ a?j) — 0 ; 


loj Xj Gj + ylj/f, 

équations dont la forme est identique à celle des équations (30.). 

Ces deux cônes ont en commun l’aréte (xy,xï,xï); car si, après avoir 
remplacé x,, Xj, x, par xJ, x^, dj dans l'équation du cône F, on multiplie 
les colonnes du délcrmmant respectivement par d,', «y, «y, et qu'on les ajoute 
en ayant égard aux relations (12.) §. I. et (92.), il vient 


a, x‘l G','+A,ir 
a, a^‘ Gl' + A,H" , 
0 0 0 

quantité évidemment nulle. 
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Cherchons niHinlenanl le plan langent au cône F(x,,x,,x,) suivant 
l’aréle (x", lï, a^j). L’équation (32.) donne, en y supposant x, = x" et en 
tenant compte des premières relations (92.), 

i ($). = 

( ( «3 O’’— O: Gï)+ (-|^)^ [A, (o,xy-<ljXÏ)4- ^,(ojxV-o,xï)+3dj(o,xy-o,xï)]. 
Or, des égalités (92.) 

1 o,a'; + o,oü-M3*^ = 0, 

) x'X+ xy«!) + xi'i^’ = *“ = 0, 
on conclut, en éliminant alternativement «y, u)', «y: 


(93.) 


I «J »; «y 

4,(o.x;-a.x;)4-4.(g.x;-a,x;)4-4.(g,x;-o,x;) _ 


4,«; + 4,u; + 4,u; 


= 9- 


D'après cela, eu égard à la 3"”' des relations (92.), la valeur de 
devient 

1“ ) (S:X - (“■«!-“-«)+»[‘:(ï‘).+-"(if).+'';(^).-’-($).]- 

Mais les 1*"* des relations (92.) et l’identité (12.) $. I. donnent encore 

i«'.'G';+«yffy+«yG'y = o, 

I «yo, + «y», +1^0, = 0; 

d’où l’on conclut 

(95 ) g.c;-o.G; _ a. 6 ’;-o.G; _ g.G;-o,«; _ , 

' ■/ yj »• 

D'un autre côté, si, dans les équations (16.), on fait r = l, 2, 3, pois x, = x^ 
qu'on ajoute après avoir multiplié respectivement par «y, Wy, «y, en tenant 
compte des identités (7.) et des 1"” relations (92.), on trouve 

égalité qui, d'après les identités (8.) et les 1'’” des relations (92.), devient; 
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OU enfin 



En vertu des relations (86.) et (85.). la valeur (84.) de s®™ en définitive 



D'après cela, le plan tangent au cône F(x„x,,x,) = 0 suivant l'aréle (x','.a^',a4’) s®>'a 

XibV+X!»iÏ + XjIIj = 0; 


les deux cônes F(xi,x,,xj) et m(x,,X!,Xj) se louchent donc suivant celte 
arête; par conséquent, ils n'auront plus en commun que [n>(.‘)fn — 5)-2] 
autres arêtes. 

De là nous concluons que 

Une droite, dirigée d'une manière quelconque dans le plan asymptote 
(P) x,«','+x,ii','-t-x,«^' + /e" = 0 

correspondant à une arête d"mflexion du cône des directions asymptotiques, 
rencontre la surface asymptote en deux points coincidenls sur ta droite à 
l'infini située dans le plan (P); le plan {P) touche donc la dételoppable 
asymptote fout te long de la droite à f infini , 

x,«i','+a:ii<!i' + ®jnj + ^e"= 0, 1 = 0. 


J’ajoute que cette droite à finfini n'est pas, en général, une droite double de 
la surface asymptote. 

Car, pour qu'il en fût ainsi, il faudrait qu'une droite quelconque pa- 
rallèle au plan {P) (et non pas seulement située dans le plan P) rencontrât 
la surface en deux points coincidents. Or, dans cette hypothèse, la 3""* des 
relations (92.) n'aurait plus lieu; et, eu égard aux relations (93.) et (95.), 


la valeur (I.) de prendrait la forme 


Les constantes A,, A-,, A, étant complètement arbitraires, le second membre 
ne peut pas se réduire à son premier terme, puisque les u, ne sont pas nuis. 

36. Remarque. Dans une analyse précédente n'“ 29., 30. et 31. 
nous avons admis, pour tirer nos conclusions, que la génératrice (â) de la 
surface asymptote, correspondant à une arête d'inflexion, se trouvail à finfini; 
c'est, en effet, le cas général. Mais il peut arriver, dans des circonstances 
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toul-n-ruil pntiiciilièrcs. que la génêratrire (nul en restant parallèle à la 
direction asyniplolique considérée (x',', xV, Xj et dans le plan asymptote {P) 
correspondant ii cette direction, se trouve à ditlauce finie. 

Dans le cas général, nous avons pu conclure que le plan (P) était 
tangent a la surface asymptote tout le long d'une droite à l'infini située dans 
ce plan; et, par suite, une droite quelconque parallèle à ce plan tern une 
direction asymptotique de la surface asymptote^ puisque cette droite passe par 
un point a l'infini situé sur la surface asymptote. 

.Mais, dans le cas exceptionnel où la génératrice (tf) est a distance 
finie, le plan [P) ne touche plus la surface asymptote qu'au point à l'infini 
situé sur la génératrice (J); et, par suite, il n'y a pas d'autre direction 
asymptotique que l'aréte d'inllexion correspondante (x',', xï, xï). 

Si nous considérons les équations (10.) §. I. d'une génératrice (â) de 
la surface asymptote, 

,H,x,-rO\t H.x.-rc;/ U.x, + G‘J „ „ 

y. - ^ , »< - 

' x,«',' + x,n)‘-|- Xj«)’ + /e'’ = 0; 

ou voit que, pour une solution (xï,x)',xy) du système 

//(x,,x,,xj) = 0, «{X|, x,,xj) = 0. 

les équations précédentes donneront une droite à l'infini, tant qu'une des 
quantités x',', x^', x^' ne sera pas nulle. 

Si l'on suppose, par exemple, xy=U, les équations précédentes donneraient 
une droite a distance finie, si les fonctions H, G,, Gi, G, étaient de la forme 
H = //'x,. G, = G|X,, fî, = G,Xj, Gj = GjX,; 
et alors, aux arêtes d'inllexion fournies par les équations 
X, = 0, «(x,,x,,0) = 0, 

correspondraient, sur la surface asymptote, les m génératrices à distance finie 

I H,x, + c;-/ = o, 

' X, «y + X) u'I + X, iG’ + fp" = 0 ; 

équations dans lesquelles l'indice 0 indique la substitution des valeurs x, — x',', 

Xj “ Xj, Xj — 0. 

Deuxième cas. Arêtes doubles. 

37. Nous allons étudier, au même point de vue, les arêtes doubles 
du cène u(x, ,x,,X 3 ). Remarquons néanmoins que la présence des arêtes 
doubles est un fait particulier, elle n'a pas lieu dans le cas général. 
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Supposons que {x", x", x'î) soil une ar<Me double ordinaire du cône 
a- 5 , oTj); les relations du n". 15 seront applicables à ce cas. 

Cherchons l’intersection de la surface asymptote par une droite quei- 
conque parallèle â l’arète (xWxf.Xi); le nombre des points d’intersection sera 
égal au nombre des arêtes communes aux deux cônes (87.) c. à. d. F| et u. 

L'équation (87.) est évidemment vérifiée lorsqu’on y suppose Xi = x‘,\ 
X, = a?", Xj = X): les deux cônes ont donc en commun l'arête (x",x^.x"). 

Eu égard aux relations (35.), les valeurs (15.) des Gv prennent la forme 

(97.) C, = Â,(m-l)r", et = oix',’. 

Par suite, les E, (88.) sont nuis; et alors d’après (34.), les formules (89.) 
donnent 



donc l’arête considérée est aussi double pour le cône F, (x, , X; , x,) = 0. 

En vertu des relations (36.), les valeurs (90.) des j (pour 

Xi = x") se réduisent â 

/ fF, \ ^ /üE. dEj \ 

V dx.dxj /o ^ ôx, dx, h 

Or, d'après (35.), les valeurs (16.) deviennent 

( 9 ’“) 

On aura donc, par exemple, en se rappelant que ï., — wx') , 



Si maintenant, on tient compte des relations (39.), on conclura de la : 



L’aréte (x",', x,, xï) est donc une arête triple pour le cône F(x,, X 2 , x,) = 0; 
elle est, en même temps, une arête double pour le cône m(xi, x,, Xj) = 0. 
Par conséqnent 
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/-Pf deux cône» (87.) F, et u ont en commun six arête* coïncidant 
arec f arête (x", x'î, x'i). 

38. D'après les calculs faits dans le n". 29, on a concln qu'une droite 
tout-à-fail arbitraire rencontrait la surface asymptote en deux points à l'in- 
fini, et, par suite, le plan à l’infini fait partie de la surface; c. à. d. que 
l'ordre de la surface asymptote se trouve diminué de tleux unités, si l'on fait 
abstraction du plan à l’infini. 

Or, il résulte du calcul précédent qn’une droite quelconque parallèle à 
C arête double (a:',', xij, él) rencontre la surface asymptote en »ix points à l’in- 
fini; et, si l’un fait abstraction du plan à l'infini qui donne deux points pour 
une droite quelconque, on en conclut que 

Une droite quelconque parallèle à C arête double (a;)', a;',', x,) du cône 
h(xi,x,,X]} rencontre la rurface atgmplole en quatre point* coincident* à 
tinfini; le point à finfini correspondant est donc un point quadruple pour 
la surface asymptote. 

39. Lorsque l'arôto (x',',x,',x']) est une arête double du cône (i(x,,x,,x,), 
nous avons vu n°. 29 que. si l’on cherche les intersections de la surface 
asymptote avec une droite tout-à- fait arbitraire, les deux cônes F(x, ,x,,x,) 
et u(x,,x,,x,) (30.) ont en commun deux arêtes coïncidant avec la généra- 
trice (x',',xï,xy); car cette droite est une arête double pour le cône i»(i,,x,,Xj) 
et simple pour le cône F(x,,x,,x,). Nous allons maintenant étudier le cas où 
la droite est parallèle à C un de* plan* langent* au cône u (x, , x, , x,). 

Nous compléterons d'abord l’analyse du n". 29, en calculant, pour ce 
cas, les valeurs des (S) 

D'après les valeurs (96.) et (97.), et la relation l, = ivx“, on a, par 
exemple. 




et, si l'on a égard aux relations (39.), on trouvera, après quelques réductions 
faciles : 

(9®-) j(^), = (i»-l)’W'(o,x','-<i,-FÏ), 
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Considérons maintenant l'équation des plans tangents au cène u(x,,x,,X]) 
suivant l’aréte double (x',’, x^', x"), celte équation est 

(W x;«';i + xîiii'5 + xîiiï,+2x,xXi + 2x3x,a'j', + 2x,x,a';, = 0. 

L’équation du plan tangent au cône F ou (30.) suivant cette même arête est 



on, d’après les valeurs (99.) : 

(T) x,(o3xV-<»,xï)+x,(o,x',’-OjXÏ) + x,(ajx;-a,x5) = 0. 

Or, si l’on suppose la droite (’29.) parallèle à un des plans Q, le plan tan- 
gent au cône F(x,,x,,x,) suivant i’aréte (xï,x",x^) se confondra avec 
ce plan Q. 

En effet, eu égard aux relations (35.), l'équation des plans Q peut s’écrire 
(nï,x, + «';,x,+«';jx,)’+uj(xïx,-xïx,)’ = 0. 

Considérons, par exemple, le plan 

{Q'.) <,x, + «, + xi;v'-io)x,-|-(iiïi-xïj^-iu)X3 = 0; 

et supposons que la droite de direction (ai,a,,Oi) soü parallèle à ce plan; 
on aura 

«1«M + <»j{<3 + ®jV-")+«i(<3-J^!Y-">) = 0; 

on a, en outre, 

xXi + -rï »ïî + -cVÙ = «ï = 0, 

puisque l’aréte (xï,x',’,x^) est une arête double. 

Ces deux dernières égalités pourront s'écrire: 

1 0 i W,', +«,<, + O, = )^-iu(o,x‘,’-a,xï), 

Ix'yu + xinY.+xïn'^ = 0. 

Eliminant successivement tFa, tih, on en conclut 

1 »;.- 

_ a.x;— O,»; 

II* a X* —a X* 

La snbstiintion de ces valeurs dans l'équation du plan {Q') conduit précisément 
à l’équation dti plan (T). 

Donc le plan tangent au cène F(x, , x, , x,) se confond avec un des 
plana tangents au cône n(x,,x,,x,) snivant l’aréle double (x*,’, xi', xl,'). Par 
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conséquent, pour une droite quelconque fa,, a,, a,) parallèle à l'un des plans 
Q, ces deux cônes ont au moins en commun trois arôles coincidant avec 
raréte double (x',\ x", Xj). Delà nous concluons que: 

Une droite quelconque, parallèle à l'uii des plans tangents suivant 
l’arète double (x'l,Xj,xï), rencontre la surface asymptote au moins en un 
point à rinfini, si l'on fait abstraction des deux points situés sur le plan à l'in- 
Gni qui appartient à la surface. 

Donc, lorsque le cône «(j", , Xj, j-,) ou possède une arête double, 
les droites parallèles aux plans tangents à ce cône suivant C arête double sotit 
des directions asymptotiques de la surface asymptote; celte surface doit, par 
suite, contenir à fin fini deux droites respectivemetii situées dans des plans 
parallèles aux plans tangents suivant C arête double. 


40. Supposons maintenant que (j-',’, x'i, Xy) soit une arête double de 
rebroussement du cône i/(x, , Xj, a-,); les relations du n". 18 sont applicables 
à ce cas. 

Cherchons l'intersection de la surface asymptote par une droite quel- 
conque parallèle à l'aréte (x',', x',', xi’); le nombre des points d'intersection 
sera égal nu nombre des arêtes communes aux deux cônes (87.) c. à. d. F| et u. 

L’équation (87.) est évidemment vériGée lorsqu’on y suppose x, = x',’, 
X 2 = x% Xy — xÿ; les deux cônes ont donc en commun l’aréte (x',’, x!,', x‘j). 

En tenant compte des relations (45.), (53.), (53'"‘.) les formules (15.) 
et (16.) donnent 


On conclut alors des équations (87.), (88.), (89.), en y introduisant les hypo- 
thèses x^ = x", 


donc l'aréte considérée est aussi double pour le cône f,(x,, Xj, Xj) = 0. 

Eu égard aux relations (100.), (49.) et (53‘’“.) les équations (90.) donnent 


La génératrice (x)', x',’,x'j) est donc une arête triple pour le cône F,(x,,x,,x,) =0. 


Troisième cas. .\rêtes de rebroussement. 


( 100 .) 
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Enfin, dans l'hypolhèse actuelle, la valeur (91.) de o’F, se réduit à 


f 3'F, \ ^ / 6’E, d'E, d'E, N . 

V ôx.dxjàx, K ' bx,dx) &x,bxt ôx,6xt /» ’ 


et. en faisant usage des notations (55.), on Ironve facilement: 

i-âMêï;X = -[ie.(F;;.+/i- +F:;.)],.. 


D'après cette valeur, l’équalion des trois plans tangents au cône F,(j,,Xj,x,) 
suivant l'arèle triple (x',', xï, xi’) sera 


(102.) + = «■ 


A l'aide des relations établies dans le n". IH, on peut arriver à Iransfoniier 
le premier membre de cette équation et à mettre en évidence le facteur 

(x,g^ + x,g, + x,g,)\ 

lequel, égalé à zéro, donne précisément les deux plans tangents confondus au 
cône m(x,,x,,x,) suivant l’arête de rebroussement (x',', xi', x)'). On peut aussi 
vérifier le fait, et cela très- rapidement, en prenant l'arête de rebroussement 
pour un des axes de coordonnées et le plan tangent de rebroussement pour 
un des plans coordonnés; je supprimerai les détails de cette vérification. 

Donc l'aréle (x',', xï, x)') est triple pour le cône F, et double pour le 
cône u; en outre, deux des plans tangents an cône F, coïncident avec les 
deux plans tangents au cône n; nous conclurons de là que: Le* deux cône* (87.) 
F, et H ont en commun huit arête* coïncidant atec la génératrice (x^', xï, xi). 

41. D’après les calculs faits dans le n". 30, on a conclu qu’une droite 
tout-à-fail arbitraire rencontrait la surface asymptote en quatre points a 
l'infini; et, par suite, le plan à l'infini fait partie de la surface; c, à. d. que 
l'ordre de la surface asymptote se trouve diminué de quatre unités, si l'on 
fait abstraction du plan à l'infini. 

Or, il résulte du calcul précédent qu’une droite quelconque parallèle à 
l'arête de rebrouttemenl (x',', xï, xï) rencontre la surface asymptote on buit 
points à l’infini; et, si l'on fait abstraction du plan a l'infini qui donne quatre 
points pour une droite quelconque, on en conclut que 

Une droite quelconque parallèle à l arête de rebrouttentenl (xï, xï, xï) 
du cône «(x,,x,,x,) rencontre la turfaee a*gmplole en quatre point* coin- 
cidenti à l infini; le point à l infini eorretpondant e*l donc un point quadruple 
pour la turface a*gmptote. 
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42. Lorsque l'ariHe (x",', xï, x'j) est une arête de rebroussement du cône 
«(x,, Xj, Xj), nous avons vu [n". 30] que, si l'on cherche les intersections de la 
surface par une droite tout -a- fait arbitraire, les deux cônes (30.) F(x,,x,,Xj) 
et u(x,,X 2 ,X]) ont en cumroun quatre arêtes coïncidant avec la génératrice 
(xï,xï,xy), car cette droite est une arête double pour les deux cônes 
F(x,,x,,Xj) et «(x,,x,,Xj). Nous allons maintenant étudier le cas où la 
droite est parallèle au plan de reltroussemeut du cône k(x,,X 2 ,x,) = 0. 

Nous coniplélerons d'abord l'analyse du n". 30 en calculant , pour ce 

cas. les valeurs des — (33.). 

D'après les relations (49.), (.iO.), (21.), (45.), (53.), (53'"'.) et (.55.), 
les équations (33.) donnent 




Représentons respectivement par .M)', M;‘, J/”, jtf”, il", U", les valeurs 
des rapports égaux dans les relations (56.) et (56'"’.); puis remplaçons les 

d'F 

par leurs valeurs exprimées à laide des J/,. Pour calculer -jÿ^, par exemple, 
remarquons qu'on a d'après celle nouvelle notation 

A'i.'s = .tf."ÿ,-2x','.4.„ 

U'”, = -tfJV, + 2x',',4.,; 

on a en outre, d'après (31.), (16.), (53.) et (53’’".) 




m — 1 I 

m — 2 ** 


Ai 


(a.x'i- a,jfi). 


La substitution de ces valeurs dans l'égalité (103.), ou l'on fera i=j, conduit à 


(104.) {■^\ = {a.g,+ a,gAa,g,)io:MV-2^^^-t,"-^(tt,x'i-a,a^,]; 


Ô'F' 

75 : 


les deux autres valeurs s’obtenant par un calcul semblable. 

En se servant des mêmes relations et des mêmes formules 




encore: 
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{104'~'.) 


^ OX,CZ, •'o 

(-^) = 

V OXj OX^ 

{•a, g, -\ a , *■ f (OjXÏ-Oj^H ^ (a, JÏ-a,x',’) ] ; 

= 

' dx, ox, A 

(a.ÿi+«2ÿ!+B3ÿ,)ic':J/r- «■” [-Jf («J 'V-«i-rïJ+ -^(oiXy-o.xV) ] . 


Considérons maintenant l’équation du plan tangent au cône m(x,,X}, x,) suivant 
l'aréle de roliroussement (x',', j-y, xJ); cette équation est 

(/i) ÿl^l+ÿî-Tj + ÿjXj = 0. 


L'équation des plans tangents au cône F ou (30.) suivant cette même arête est 
'd'F\ . . ^ r d'F 


ou d'après les valeurs (104.) et (104'"*.) 


0 , 


(T) 


en posant 


47-yi + ^Tsx]+ (-^ rs + x, 

- g/” (<»igt + <*ig» + <Hgi) Sx,Xj(.2'e':ify) = 0. 


/y, = thx'i-a,x". 
(105.) ly, = OjXÏ— a,xï, 
(y, = a,xy-o,xl'. 


Or si l'on suppose la droite (29.) parallèle au plan (/i). un des plans tangents 
{T) au cône F(x, ,x,, Xj) suivant l’arête (x'i',xÿ, xï) se confondra avec le 
plan {R). 

En elTet, la droite de direction {a,, a,, a,) devant être parallèle nu 
plan (/2). on aura 

(106.) a,sf, + o,ÿ;+o,ÿ) = 0; 
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lin » en outre, d’après (48.), 

+ = 0 . 

D'où l'on conclut, en éliminant alternativement les git 


(107.) ij- = ü = A. 

^ ' 9, S, 9, 

Ku égard aux relations (106.) et (107.), l'équation des plans T devient: 

.1,1 „ -î ■ 


p-S'.'Ti + 4- ?i+ 

r, X, Æ, NX, ** ' ^ 

-r(4f S.+-^ÿ3)j-i*)+(4^ÿ. + 4^l7i)xi3;» I 

équation qui peut s’écrire 

(SiJ5i + ÿ3*j + ÿ3»j)(^i'i4-^a;, + .^a:,) = 0 

», X, ' 


= 0 ; 


Donc un des plans tangents au cône F(a:,, Xj, x,) se confond avec le plan 
langent de rebroussement au cône u{x,,x,, x^) suivant l’aréte (x',', xï, «ï). 
Par conséquent, pour une droite quelconque parallèle au plan de rebroussement 
(A), ces deux cônes ont en commun au moins cinq arêtes coincidant avec 
l'arête double (xï, x*,', x','). De là nous concluons que; 

Une droite quelconque parallèle au plan tangent de rebroussement ren- 
contre la surface asymptote au moins en un point à l'infini, si l'on fait abstraction 
des quatre points situés sur le plan à l'infini qui appartient à la surface. 

Donc, longue le cône u(i, ,x,,Xj) ou y, pottède une arête douhlc. 
les droites parallèles au plan tangent de rebroussement sont des directions 
asymptotiques de la surface asymptote; cette surface doit, par suite, contenir 
à l'infini une double droite dans un plan parallèle au plan tangent de re- 
broussement. 

Résumé. 

43. Donc, en définitive, les directions asymptotiques de la surface 
asymptote sont 

1*. Les génératrices du cône «(x,,Xj,x,) ou y.(x, y, a); 

2". Des droites quelconques parallèles aux plans tangents d'inflexion du 
cône y,,- 

3°. Des droites quelconques parallèles aux plans tangents suivant les 
arêtes doubles, lorsque le cône possède de telles arêtes. 
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§. IV. 

Dëtermiiiatioii des termes de degré A' et (A— 1) dans 
l’équation de la surface asymptote. 

Nons reprondrons, dans co dernier paragraphe, les nolations que nou.-^ 
avions adoptées dans la première partie. 


1°. Kccherchc des termes de degré N et (JV— 1). 


44. Pour déterminer la forme des termes du degré le plus élevé dans 
l'équation de la surface asymptote, nous nous placerons dans le cas le plus 
général; c. à. d. que nons supposerons que la surface U n'a pas de points 
doubles à l'infini; do plus, nous admettrons que le cône tp^{x,y,s) n'a pas 
d'arétes doubles, et que les génératrices (d) correspondant à ses arêtes d'in- 
flexion sont toutes à l'infini. 

Nous savons que le degré de la développable asymptote est, dans le 
cas général, 

(1.) iV = m(3m-5). 

Or nous connaissons les directions asymptotiques, qui sont d’abord les généra^ 
triccs du cône q). des directions asymptotiques; par conséquent, les termes 
du degré le plus élevé en x, g, s, dans l'équation do la surface asymptote 
doivent contenir comme facteur la fonction (f„(x,g,s). 

Nous savons, en second lieu, qu'il y a sur la surface asymptote 
3t»(in — 2} droites à l'infini, lesquelles sont les intersections du plan a l'infini 
avec les 3m (m— 2) plans asymptotes respectivement parallèles aux plans d'in- 
flexion du cône des directions asymptotiques [n°’. 34 et 35]. Ainsi, la droite 

’ —= — 

abc 

étant une arête d'inflexion du cône ÿ, s), la surface asymptote contiendra 

la droite à l'infini 




da 

< = 0 . 


Par conséquent, les termes du degré le plus élevé dans l'équation de la sur- 
face asymptote contiendront [n°. 10, 1*" partie] en facteur la fonction linéaire 






dq>„ 


et ainsi des autres. 
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Donc, en désignant par 0(x,y,i) le produit des premiers membres 
dos équations des 3m (m — 2) plans d'inflexion du cdne les termes 

du degré le plus élevé, dans l'éqnation de la surface asymptote, devront con- 
tenir en facteur l'expression 

y,‘) 0(x,y, »); 

mais cette expression est du degré [m + 3ro (m — 2)] ou A', elle constitue donc 
l'ensemble des termes du degré le plus élevé dans l'équation de 1a surface 
asymptote. 

Ainsi, en désignant par (o.,A,,Cj) les solutions des deux équations 



b, c) = 0, 

â'tpm Ô*yi« 
ca' oaab caoc 
ü'fm 

obiia vb' vbie 


ô*y. ë’y, ô'ipm 
ôcba decb ôr* 


puis, posant 


(3.) 


-i = 


COi 


B = 

6b, ’ 


C,= 


V<fm 

<9r, 


l'expression y, î) sera définie par l'égalité 

= (AtX + B,y + C,i)(A,x + B,y + C,i)...(A,x+B^y-i-C,i). 
I où P = 3;«(m — 2). 




La fonction 0(x,y,3) pourra s'obtenir en éliminant a, h, c entre les deux 
équations (2.) et la suivante 


(,V) 


6a 


^ 6b 


+ * 


6q>, 


= Ü. 


L'équation do la surface asymptote A sera donc de la forme 

(6.) {.J) <pix,y,i) + lip{x,y,s)+l’x(j:,y,i) + -- = 0, 

en posant 

(7.) <f{x,y,z) = (f.{x,y,z).eix,y,z); 

la fonction (p(x, y, z) est homogène et du degré A'. 

4,^. Les directions asymptotiques de la surface J sont, outre les 
irénératrices du cône q>.(x, y, z), des droites quelconques parallèles aux dif- 
férents plans tangents d'inflexion du cône et, en outre, il résulte de la 
conclusion du n". 33 que. si l'on considère une droite quelconque parallèle 
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au plan langent d'inflexion 

Ôtfm , CJtf^ àff, 

x->7 — = 0. 

Oa, ' üo, vc, 

le plan asymptote de la surface J sera, quelle que suit la directiun de la 
droite, le plan asymptote de la surface V correspondant à la direction asympto- 
tique (o,,6,,c.), savoir 

= “• 

Cette remarque va nous servir pour déterminer la forme de la fonction if>[x,y,5). 

46. Soit d'abord une direction asymptotique du cône q. (x,ÿ,3). 

c. à. d. que 

(«•) = 0 . 

Celle droite est aussi une direction asymptotique de la surface .1, et le plan 
touchant la surface J nu point à l'infini sur («, /j, ou le plan asymptote 
de J , n’est autre que le plan asymptote de la surface V correspondant à la 
direction (n, j3, y), c. à. d. 

■ + + ^ 

E.xprinions que le plan asymptote de la surface J (6.) et correspondant à 


savoir 


dtf 


dep 




coincide avec le plan (11.), quelles que soient les valeurs de a, (i, y, satis- 
faisant à la relation (H.). 

Or, d’apres la définition (7.) de <(/ 


(10.) 


9, a) •^+¥,(x, y, s) ^ , 
® 9, a) ^ y, a) , 

;|f- = «(■r,y,a)%^+V,(x,ÿ,s)|^; 


dtp 

dx 

êtp 

\'5y 


d'où l'on conclut, eu égard à la relation (8.); 


Le plan asymptote de la surface J, correspondant à («,/9,^), a donc pour équation ; 
^ âa dr o(a,^,r) 


, C’y- 


dfm 


dtf _ 


Otfm 


= 0. 
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l'p plan doit coïncider avec le plan (9.), c. à. d. que, pour toutes les valeurs 
de nt, fi, y qui vérifient la relation (8.), on doit avoir 

V’f«, P, y) = P, Y) ■ P, y)- 

Kn d'autres termes, si nous considérons les doux cènes 

= o« 

' V'(^. y. y, y, a) = O, 

toutes les arêtes du 1" cône doivent être situées sur le second; ce qui exiijre 
qii'nn ait l'identité 

(11.) v'(^. y> *) = y> »)'/'— 1(*, y, »)+v.(x, y, *) i'(®» y, »)^ 

l'(.T, ÿ,a) étant une fonction indéterminée homogène et du degré [3«»(«i— 2)— 1]. 

47. Pour déterminer la fonction V(x, g, a), nous nous appuierons sur 
la remarque du n". 45, c. à. d. que nous exprimerons que, pour une direction 
asymptotique quelconque parallèle au plan d'inile.vion 

+ = vl.x+Z#.ÿ + C.a=0. 

le plan asymptote correspondant de la surface J se confond, quelle que soit 
l'orientation de la droite considérée, avec le plan 






’ ou A,x-r + h,, c,) — 0; 

et cela pour les 3»»(m— 2) solutions (a,,b,,c,) des équations (12.). Comme 
nous l’avons dit, cette propriété résulte des calculs du n°. 35 où l'on n 
démontré que le plan (/',) est tangent à la surface asymptote tout le long de 
la droite a l'infini 

+ ÿ + C, * = 0, 1 = 0. 

Soit alors une direction asymptotique (a, ji, y) parallèle au plan 
A,x-\-B,g-\-C,t = 0, 

de sorte qu'on a la relation 

(12.) .4,a + «./l+C.j' = 0. 

Nous représenterons par 0,{x,y,i) le produit de tous les facteurs (v4,x-fB,ÿ-t C'is). 
(yljX-1- Ciÿ + Cjs), ... à l’exception du facteur (yl.x + JSjÿ-f-C.a), c. a. d. que 
nous poserons 

ou . e{x,g,s) = (/l.x + B.ÿ+C.a)fl,(x, ÿ, s). 
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D'après celte notation, nous aurons 
etc. etc. 


d'où nous conclurons, en ayant égard à In relation (13.): 

l'W ^ Ay): 

et. d'après l'identité (11.): 

V'(«, r) = v-(«' fiy r)- y)- 

Le plan asymptote de la surface .f a donc pour équation 


A,x+Btÿ-^-C,s-rl 


fl, r) 


= 0 . 


Pour que ce plan coïncide avec le plan (PJ, il faut qu'on ail 
(14.) y(«,/i,y) = 0,{a,(i,y).ff._i{a„b„e,)\ 

celte égalité doit avoir lieu pour toutes les valeurs de <t, j3, y qui satisfont 
a la relation unique 


(12.) nA,+l3B.+yC, = 0; 

et elle doit avoir lieu aussi pour toutes les 3ra(m—2) solutions («.,6,, c,). 
Or, nous écrivons la fonction F(x, g, s) sous la forme suivante 

[ y(j-,ÿ,s) = 

) /f,.tf,(x, ÿ, a)</'._,(o,,é,,c,)+A',.fl,(x,y, 3)y._,(ff,, é,.Cj)+— 

^ i • • • + A. ■ «, ( J, y, s) q’.,-! (o„ c,) + — + A, . (x, y . s) y I (n„ . c,) 

V + T(x, y, î), 


les K, étant des conslanlos arbitraires; les 0, étant définies par les égalités 
(13.); les (a.,bi,Ci) ayant la signification déjà plusieurs fois indiquée; r(x,y,3) 
étant une fonction du même degré que V c. à. d. du degré (y— 1) (p étant égal 
à 3m(»i — 2)) et jouissant de la propriété de s'annuler pour toutes les valeurs 
possibles de n, fi, y, qui satisfont à une quelconque des relations (12.). 

Pour une solution quelconque de la relation (12.), les fonctions 0,, 
bin ... 0,-1, 0,-n, ... 0^, qui contiennent (i4jX-f fl.y + C,j) en facteur. 
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>'HDiiulenl lorsqu'on' y fait j = «, y — fi, 3 = /; el, comme, par hypolbose. 
T{",li,’/) ‘‘S* ““SS* nulle, la fonction I ou (15.) so réduit à 

la relation fil.) et toutes les conditions imposées seront alors vériHées 
en supposant les constantes K, égales à l’unité. Ouont à la fonction T{jr,g,i), 
elle est ideiiliquetnenl nulle; car les cundiliüiis imposées à celte fonction 
reviennent à dire que le cône l\x, y, s) = 0 doit passer par toutes les droites 
situées dans un quelconque dcs'pimis 

! C, 5 = 0, ff;ÿ 1- (.'jS = 0, ... /f,y + f-),s = 0; 

ce qui exige que lu fonction T[x, y, s) contienne comme facteurs toutes les 
fonctions linéaires {A,x-^ D,y-'rC,i) dont le nombre est 3«(w — 2); or la 
fonction T(s,y,i) est du degré — 2)— 1]; donc elle est identique- 

ment nulle. 

On pourrait aussi déterminer la fonction F en chcrclinnl à vérifier 
successivement les relations fournies par les égalités (14.) et (12.) dans les- 
quelles on ferait t'=l, 2, 3, ... p; on retrouverait ainsi la forme (15.); 
c'est donc la forme la plus généralo satisfaisant au.x conditions imposées. 

48. IféqualioH de la déreloppable asymptote étant mise sous la forme 

1 , 16 .) <f(, 3 :,g,i) + ly’(.x,y,i) + I^Z(^,S,f) + — = 0 , 

les fonctions tf. el y sont donc connues; et l'on a 

1 »(•»,»,») = <fm(^,y,i)-0(x,y,i), 

(17.) ! r.-r s 

l>r(x,y,3) = (^„_,i>,y,»).flix,y,ï)+(p.(x,ÿ,3)[.i’ ff.(x,y,s).q:^. ,(a„6„c,)J; 


dans ces expressions, (a,,6,,c,) désigne une solution quelconque des équations 
^2.); le nombre p est égal à 3/u(m — 2); el enfin, on a posé 


(18.) 


( ^(x, y, i) 



49. Nous allons reprendre sur cette équation définitive l'élude des 
points à l'infini de la surface asymptote; nous rappellerons ainsi, en les con- 
Hrmant, les propriétés déjà établies directement. 
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(20.; 


( 21 . 



1 

y(*r,y, s) 

= y. 

.(x. 

y. s 

).0{x,tj,i 

) = 

0 

1 y-(*» 

y. 

a, * 

)(x- 

t/y. 

à(U 

. 6ç»« , 

c'r, / 

ülf 

àx 

__ 

èx 

■0+(f„ [(x 

Offm 

ca. 

+y 

bq. 

66, 


OX VOi J 

ôfp 

— ^9’* 
“ ~df 

<?+y.[(x 

Sfm 

VUt 

+y 

66, 

-*«%) 

oy obi J 

ÈL 

cz 

_ 

Oi 

fl + y,[(x 

da. 

+y 

ôy» 

66, 

H-%^) 

O» e/c, J 


I 

/ O 


‘ L cOi Ox ' on, ^ vbi vc, r ax J 


, P » 
Jôxdy 


: iVi <> 4- ^ïï [(' - £5!i „ £î=. 4. , 

^ Ôx5ÿ ^ c)x L\ oo, ' ^ 0*6, ^ ôCj Z o-ÿ ^ ' ôb, J 

+ ^ ^ + J, % + 3 4^) î£^ + 0. t'L- 1 

ctjf L\ oo, * o6, ^ c/c, ' ox oo, J 
'"Lein, vy ^ 6*6. ' V c*n, ^ " 6/6, c/c, /c)xc/yl 


(82.) tf>(x,y,») = y._,(x,ÿ,ï)tf(x,ÿ,5) + ff.(i,ÿ,s)[^^ «.(*»•,!/,») y— I e.)] 


l”. Soit une direction asymptotique appartenant nu cône 

'/.(•*,»,»)• 

Si (a, (i, y) est la direction considérée, on devra avoir 

d'apres cette relation et les formules (19.), (20.) et (22.) nous trouverons 
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pour réquuliun du plan asymptote correspondant de la développable J: 

ce plan coïncide avec le plan asymptote de In surface V relatif à la même 
direction asymptotique. 

II''. Soit une direction asyniptotique (a,,b,,c,) parallèle a 
une arête d'inflexion du cône '/.(x, ÿ, *). 

Dans cette liypotbése. on a 

1 V-(a. ) c.) = 0, ou + — 0; 

(24.) • da, -ob.^'aFT 

’ â(a,,b.,c,) = 0, «.(a.,b.,c,)^0. 

Les équations (20.) donnent alors 

.^ = 0, ^^ = 0, = V'fa.,6,, c.) = 0; 

c. à. d. que le point à l’infini (-^ ~ point double pour 

la surface asymptote. 

L'équation du cylindre asymptote correspondant est (§. II., 1'" partie) 

Si, dans celle équation, on remplace a, ji, f par a,, b„ c,, et qu'on calcule 
les coefficients a l'aide des formules (‘21.) et (23.) en leiianl compte des re- 
lations (24.), ou trouve 


le cylindre asymptote se compose de deux plans parallèles. Le point double 
est donc un point de rebroussement conique dont l'axe de rebroussement est 
la droite à l'infini 




Ainsi la surface asymptote J possède déjà 3m(m — 2) points doubles à 
tin fini, lesquels sont des points de rebroussement conique dont l'axe est à l'in- 
fini parallèle à la gènèralrice tf inflexion correapon<f<ui/e. 
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l'un 


III". Soit une direction asymptotique (a, fi, y) parallèle à 
des plans d'inflexion. 

Supposons la droite {a, fi, y) parallèle au plan 


aj. 

da, 


+y 


obi 


+ a 




oe. 


=* 0 ; 


on aura donc les relations 


(•27.) 



A y) = 0 et Oi (a, fi, y) 0. 


On trouve pour le plan asymptote 

C<p, 


ue lu sunace 


doi 






et cela, quelle que soit la direction (,a,fi^y) parallèle an plan considéré. Ainsi 
La tarface atgmplote pouède à [infini 3w(«n— 2) droilet; pour chacune 
d'eUe», le plan langent en nn point quelconque reste fixe et coïncide aeec le 
plan asymptote de la surface U correspondanl à [arête d’inflexion a laquelle 
est parallèle la droite à [infini considérée. 

IV". Soit une direction asymptotique icc,fi,y) parallèle à une 
des intersections du cône q,(x,y,i) avec scs plans d'infle.\ion. 
Chaque pian d'inflexion 


da. 


+ 9 


ôb, 




oy. 


= 0 , 


par exemple, coupe le cône V',(x, y, s) suivant m droites, dont trois coïn- 
cident avec l'aréte d'inflexion (o., il en reste (ni — 3) autres qui donnent 

autant de points à l'infini dont nous allons étudier les propriétés. 

Soit (a, fi, y) une de ces intersections; on aura alors 


(28.) 


I d’où 

^0(a,fi,y) = 0-, ei(a,fi,y)i^0. 


Les équations (20.) et (22.) donnent d'abord 


^_n . ÈL-n ÈL 

da ~ ôfi ~ ’ dr 


0 ; 


V'(«. fi, r) = 0; 


donc ces points à l'infini sont des points doubles. 
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En tenant compte des relations (28.), on trouvera pour l'équation du 
cylindre asymptote 


(29.) 


j [- ï [ 4^: +!'^ 

( i K, c.)] = 0; 


c'est un cylindre proprement dit dont les plans asymptotes sont, l'un le plan 
asymptote de la surface U correspondant à la génératrice d'inflexion (a,,b,,e,). 
et l'antre le plan asymptote de la surface U correspondant à l'artMe (a, (i, y) 
située dans le plan d'inflexion. 

/Itnai, »«r chacune des 3m(m — 2) droite» que la turface atgmplole 
pouêde à C infini, il g a (»» — 2) point» double», dont un e»t un point de re- 
hrou»»ement conique pour lequel taxe eit à F infini. Far coméquent, la turf ace 

a»ymptote pottède déjà 

3m(m — 2)’ 


point» double» à t infini, parmi letquel» il y a 3m(m— 2) point» de rebron»»ement. 

V". Soit une direction asymptotique {a, fi, y) parallèle è 
l'une des intersections des plans tangents d'inflexion entre eux. 
Soit (a, fi, y) une de ces intersections; on aura, par exemple: 


(30.) 


= 0. 

J 6*0, ' cb, ' oc, 






= 0 . 


Les équations (20.) et (22.) donnent 


âq 


0 , 




V'(“,/^,y) = 0; 


donc les points à l'infini correspondants sont des poinfi doublet. 

En tenant compte des relations (30.), on trouvera pour l'équation du 
cylindre asymptote 


(31.) 


! -y— ■(«.. >>., c.)<r._,(o,, h„ cj] = 0: 


c'est un cylindre proprement dit dont les plans asymptotes sont les plans 
asymptotes de la surface V correspondant aux arêtes d'inflexion (a,,b.,c,). 
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Or, le nombre des plans d’inflexion étant 3m(m— 2), le nombre de 
leurs intersections g. à. d. le nombre des droites actuelles (a, fi, y) sera 

ce qui donne autant de nouveaux points doubles. 

Tlteorcnie. Donc, en définitive, la surface asymptote possède, en tout, 

-f 3m(m-2f = [3».' - 4,« - 5] 

points doubles, parmi lesquels il y a 3m(i»— 2) points de rebroussement. Sur 
chacune des — 2) droites que la surface asymptote possède à Cinfini, il g a 

^3m’— 4m — 5^ 

points doubles, dont un est un point de rebroussement. 

50. Nous signalerons encore la propriété suivante: 

La surface proposée U étant de degré a>, la surface asymptote est, 
en général, du degré m(3i» — 5); ces deux surfaces se coupent donc suivant 
une courbe gaucho do l’ordre i»’(3ia — 5). 

Or 

(1“.) ff = + + = 0, 

(2“.) J = f,9+t [y._, 0+ <f. (x, g, s) </>._, (a., b„ e.)] + f'/ + .. ■ = O. 

Retranchons de la seconde équation la 1”' multipliée par 9, et divisons par 
l, il vient 

(3".) ./ = V, [ 9,(0-, y, ») q>._, (a., b, , <;)] + -.-i . + 1' . . . = 0. 

P 

Retranchons encore de celle dernière équation la 1 *" multipliée par ^9,if„_f{a,,bt,e,). 
on trouve, après avoir divisé par t, 

(4“.) J" =x- 9 <f „_; - y—, . ,i’ », (i, y, s) (a. ,b„e,) + t (■••) + /'(-)+ - == 0. 

Or la surface J" est du degré [m(3ni — 5) — 2] ou (m— 2){3»»+ 1); donc 

La courbe tT intersection de la surface U et de la développable asymptote, 
laquelle courbe est de f ordre m’(3m— 5), se trouve sur une surface de tordre 
(m — 2)(3ai+l). 

51. Rcfliarqae. 

Tous les calculs et conséquences développés depuis le n". 44 jusqu’au 
n". 51 ont été établis dans 1 hypothèse où le cône y, s) n’a pas d’arétcs 
doubles. 


/’ainrin, poinit à rin/iiti sur la iurfaca algibriqua. 
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StippoMont que le c6*e ail une arête double ordinaire. 

Nous savons que, dans ce cas, l’ordre de la surface as^'mplole se trouve 
diminué de deux unités [n°. 29], il est, par suite, égal à 

[>n(3to— 5) — 2]. 

Les directions asymptotiques sont alors; 1°. les génératrices du cdne (f^: 
2". les droites parallèles aux plans d'inRexion restants; 3". les droites parallèles 
aux plans touchant le cône suivant l'aréte double en question [n". 39], 

Mais la présence d'une arête double diminue de six unités le nombre 
des arêtes d'inRexion; par conséquent, la fonction 0'(x,y,i) correspondant 
aux plans d'inflexion restants sera ici do degré [3m(m — 2}— 6], la fonction 

est donc du degré [i« +3m(ni — 2) — 6] ou [m(3i»— 5) — 6] ; par suite, les 
premiers membres des équations des plans tangents P c\ Q suivant l'aréte 
double devront entrer respectivement au second degré. De sorte que l'en- 
semble des termes du degré le plus élevé pour la surface asymptote sera, 
dans le cas actuel, 

y, i).P'.Q'. 

Suppoton* que te cône <f\,[x, y, s) ait une arête de rebrouMsrmetil. 
Nous savons que, dans ce cas, l'ordre de la surface asymptote se 
trouve diminué de quatre unités [n". 30], il est, par suite, égal à 

[m{3»i — â)— 4]. 

Les directions asymptotiques sont alors: 1°. les génératrices do cène if^{x,y.s): 
2". les droites parallèles aux plans d'inflexion restants; 3’. les droites paral- 
lèles au plan touchant le cône y, suivant l'aréte de rebroussement [n". 42], 

Mais la présence d'une arête de rebroussement diminue de huit unités 
le nombre des arêtes d'inflexion, par conséquent la fonction ê"{x,y,i) cor- 
respondant aux plans d'inflexion restants sera ici du degré [3»»(«i — 2) — 8]: 
la fonction 

V-(-r> y, »)-0" i^,ÿ, s) 

est donc du degré [w4-3m(»i — 2) — 8] ou [(»(3 m» — 5) — 8]; par suite, le 
premier membre R de l'équation du plan de rebroussement doit entrer au 
4 "<iu' degré. De sorte que l'ensemble des termes du degré le plus élevé pour 
la surface asymptule sera, dans le cas actuel. 
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11°. Cas ob le cône des directiona aaymptotiquea cat décompoaable. 

52. Lorsque le cône des directions asymptotiques de la surface U se 
décompose en plusieurs cônes do degrés moindres que m, on peut déterminer 
isolément la surface développable asymptote correspondant à chacun de cos 
cônes; l'ensemble de ces surfaces partielles conslituora la turface tugmplole 
complèle pour la surface proposée. 

Evaluons le degré de ces surfaces asymptotes partielles. 

Reprenons la notation 3-|, x, , x,, pour les variables, et représentons 
respectivement par u{xi,x,,xs) et e(xt,x,,xj) les fonctions homogènes 
et 

Supposons, par exemple, qu'on ait 

(32.) <p. ou «(x„Xj,x,) = P(x,,x,,x,).(>(x,,x,,x,), 

les fonctions P e\ Q étant respeclivement des degrés p et q, de sorte que 

(33.) p+q = m. 

L'équation du plan asymptote correspondant à une génératrice (x',\x!!, x'j) du 
cône /'(x,,Xs,Xj) sera 

(34.) x.P,'fx.P,’+x,P,'+<^“ = 0, 

avec la condition 

(34^‘>.) P(x';,x5,xï)=P'' = 0; 


nous avons, en outre, posé 
(35.) 




Les raisonnements et les calculs du n°. 8 sont applicables ici. 
si l’on pose 


De sorte que 


(36.) 


Pi. 

P« 

Pi. 


P„ 

P« 

P« 


Pii 

Pii 

Pii 




‘ "I" fs îlrl 1 

on trouve que le nombre des génératrices de la surface asymptote (correspon- 


(37.) 


ij,a 

b)) 

rencontrées 

s communes ou des | 

a. 

Xi 



Xj 


fh 

®i 

Gi-\-As^ 


= 0, P(x,,x,,x,) = 0. 


15 
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Or, si l'on remarque que 


f, = 


(Jr.-rQ. 


0 * 


ti |ireniiérc des équations (37.) pourra s’écrire 
(38.) 


(39.) 


«1 

X, Ai 1 

0, 

Xl 

L, 

a. 

X, Ai 4 

j 

a> 

X, 

/oi 

•h 

X, .1,1 

«1 

X, 



yf, = (>c, — e Q, . 


•Mais les fonctions P, Q, sont des degrés respectifs 
P, ("»-/>• 3(;>-2); 

on voit d’après cein, et en ayant égnrd à (33.), que l’équation (38.) est 
du degré 

(;>-t 2»»-5). 

Donc le degré de la surface asymptote partielle correspondant au 
cône P(x,.x,, Xi) des directions asymptotiques est égal à 


jY, = p{ii-\2m — 5), 

P étant le degré du cône /'(x,, x,, j^). 

Le degré de la surface asymptote partielle correspondant aux direc- 
tions asymptotiques du cône (i(x,,xj,x,) sera 

A'j = q(q t 

q étant le degré du cône (^(x, , x,, x,). 

L’ensemble de ces deux surfaces constitue la développable asyinptute 
complète de la surface proposée; or cet ensemble de surfaces sera, eu étard 
à la relation (33.), du degré 


S = A’i + iVj = m(3w— 5)— 2/iq. 

i)3. Il est facile de généraliser ces considérations, et de voir que. si 


'/- (•»* ÿ, ») “ ^(•®. Sr, *) ■ P (®. y . *) ■ /< i*. y . s) • -S(x. ÿ, ») . . . = 0 
est l’équation du cône dos directions asymiptotiques, si p, q, r, s ... sont les 
degrés respectifs des fonctions P, Q, li. S, ... l'ensemble des surfaces 
asymptotes partielles formera un Eyslémo du degré 

.V = m(,3m — .')) — 2(;>7-rpr4 p» + -'' + fr + "0- 


I 

I 


Digitized by Google 


Pain P in, point* à F infini sur tes surfaces algébriques. 

Donc, lorsque le cône des directions asymptotiques se décompose en 
plusieurs cènes, les surfaces asymptotes partielles correspondant aux différents 
cônes forment un système de surfaces dont le degré est moindre que le degré de 
la surface asymptote correspondant au cas général où le cône ÿ, a) ^t 

indécomposable; la diminution du degré est égale an double du nombre des 
intersections des cônes partiels pris deux à deux. 

Ce résultat est parfaitement d'accord avec la conclusion énoncée au 

n’ . 31. 

.le ne m'arrêterai pas à l'examen des cas particuliers qui se présentent 
dans la question actuelle; cl je terminerai en résumant les dilférentes pro- 
priétés de la surface asymptote qui nous ont été fournies par l'analyse dé- 
veloppée dans cette 2“"'’ partie. 


III". lîé.sumê général. 

.î4. La surface développable asymptote est l’enveloppe des plans 
asymptotes de la surface proposée U; elle est, en général, de l'ordre 

iV = m(3/» — 5), 

si m est l’ordre de la surface U; et de la classe f»(m— 1). 

Lorsque le cône <p„{x,y,z) des directions asymptotiques possède 
une arête double ordinaire ou une arête de rebroussement (ne corres- 
pondant pas à un point double de la surface U) l’ordre de la surface 
asymptote est diminué de deux ou de quatre unités. 

Lorsque la surface <7 a un point double à l'infini, l'ordre de la 
surface asymptote est, en générai, diminué de six unités; mais, si la 
direction asymptotique correspondant mi point double est une arête triple 
du cône <p,»(x,y,z), la diminution sera de neuf ou de doute unités, sui- 
vant que cette droite est une arête simple ou une arête double du 
cône (p^_,{x,y,t). 

Les directions asymptotiques de la surface asymptote sont: d'abord, 
les génératrices du cône <f„{x,y,t)‘, en second lieu, des droites quel- 
conques parallèles aux plans d’inflexion du <j^nc (p„{x,y,t), cl aux 
plans touchant le cône suivant des arêtes douiy^is, lorsqu'il y a de telles 
arêtes. 

On peut conclure de là l'expression des fermes de degré N et (jV— 1) 
de l'équation de la surface asymptote. 
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La surface asymplole possède, en général, à l'infini 3ai(m— 2) droites; 
le plan tangcnl reste invariable quel que soit le point considéré sur une 
de ces droites. Sur chacune de ces droites, il y a 

3m* — 4m — 5 
2 


points doubles pour la surface asymptote, dont un est un point do re- 
broussement de conique pour lequel l’axe est à l’infini. La surface 
asymptote possède, en tout, 

points doubles, dont 3f»(m — 2} sont des points de rebroussement cor- 
respondant aux arêtes d’inflexion do cône y, sJ. 

La courbe d’intersection de la surface proposée avec la surface 
asymptote, courbe dont l’ordre est m''(3m— 5), se trouve sur une surface 
d’ordre (m— 2)(3n»-f 1). 

Lorsque le cône des directions asymptotiques se décomposj en plusieurs 
nines, les surfaces asymptotes partielles correspondant aux diiférents cônes 
ferment un système de surfaces dont le degré est moindre que le degré 
de la surface asymptote correspondant an cas général où le cône est 
indécomposable; la diminution du degré est égale au double do nombre 
des intersections des cônes partiels pris deux à deux. . * 

Lorsque l’équation de la surface proposée peut être amenée a ne 
plus renfermer de termes du degré (m— 1), la surface asymplole est le 
cône qi.(x, ÿ, s) des directions asymptotiques; et réoiproquemeni, lorsque 
tous les plans asymptotes enveloppent un cône, l'équation de la surface 
peut être amenée é ne plus renfermer de termes du degré (m— 1). 



(Impnoii choz Goorge Retmer a Berlin.) 
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